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Abstrak 

Kereta api merupakan transportasi umum yang memiliki peranan penting dalam mobilitas 

masyarakat. Masyarakat Solo dan Yogyakarta telah merasakan secara langsung efektivitas dari kereta 

sebagai moda transportasi yang memudahkan masyarakat untuk bepergian antar kota dengan menggunakan 

kereta komuter dan kereta bandara. Akan tetapi, penjadwalan kereta bandara YIA, kereta bandara Adi-

Soemarmo, dan Commuter Line Yogyakarta belum tersinkronisasi karena hanya dibuat berdasarkan 

kebutuhan penumpang. Proses sinkronisasi jadwal kepergian antar ketiga jenis kereta digunakan untuk 

memastikan ketersediaan kereta pada saat penumpang ingin beralih dari satu kereta dengan rute tertentu 

menuju kereta lain yang memiliki rute berbeda. Tujuan dari penelitian ini berupa menyusun suatu model 

jaringan kepergian Commuter Line Yogyakarta, kereta bandara Yogyakarta International Airport (YIA), 

dan kereta bandara Adi-Soemarmo untuk dianalisis penjadwalan memanfaatkan aljabar max-plus, diakhiri 

dengan menentukan nilai eigen beserta vektor eigen. Metode yang digunakan dalam penelitian ini berupa 

analisis literatur menggunakan Software Scilab. Hasil penelitian diperoleh suatu nilai eigen yaitu 𝜆(𝐴) =

136 dan vektor eigen berupa bilangan real berukuran 16 × 1. Dari nilai eigen disusun suatu penjadwalan 

kereta yang tersinkronisasi dengan periode kepergian, yaitu setiap 2 jam 16 menit sekali atau setiap 136 

menit sekali.   

Kata Kunci: Aljabar Max-plus, Penjadwalan, Kereta Api 

 
Abstract 

Trains serve as a crucial mode of public transportation, significantly impacting people's mobility. 

Residents of Solo and Yogyakarta have experienced firsthand the benefits of trains for traveling between 

cities, whether using commuter or airport trains. However, the schedules for the YIA airport train, Adi-

Soemarmo airport train, and Yogyakarta Commuter Line are not currently coordinated, as they are planned 

based solely on passenger demand. Synchronizing the departure times of these three train types is essential 

to ensure that trains are available when passengers need to transfer between different routes. This study 

aims to develop a network model for the departure schedules of the Yogyakarta Commuter Line, Yogyakarta 

International Airport (YIA) airport train, and Adi-Soemarmo airport train. It uses max-plus algebra to 

analyze the scheduling, culminating in the determination of eigenvalues and eigenvectors. The research 

employs literature review and Software Scilab. The findings revealed a maximum eigenvalue of (A) = 136 

and an eigenvector in the form of a 16 × 1 real number matrix. Based on this maximum eigenvalue, a 

synchronized train schedule was created, with departures every 2 hours and 16 minutes, or 136 minutes. 

Keywords: Aljabar Max-Plus, Scheduling, Train
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1 Pendahuluan 

Hingga saat ini, sudah ada berbagai jenis transportasi umum baik transportasi umum udara, 

darat maupun laut seperti mobil, motor, bus, pesawat, kereta, kapal, MRT, dan LRT [1]. 

Transportasi umum menjadi salah satu poin permasalahan yang sering dihadapi oleh masyarakat 

di seluruh kota khususnya kota-kota yang maju maupun berkembang [2]. Padahal transportasi 

umum memiliki peranan penting dalam menunjang mobilitas masyarakat [3]. 

Pemerintah kota Yogyakarta bekerjasama dengan Kementrian Perhubungan dalam 

meningkatkan moda transportasi darat, khususnya kereta yang terdapat di kota Yogyakarta. Pada 

awalnya rute perjalanan Solo-Yogyakarta dilayani oleh Kereta Prambanan Ekspres (Prameks) 

akan tetapi saat ini digantikan dengan Commuter Line Solo-Yogyakarta. Pergantian kereta ini 

diharapkan mampu meningkatkan layanan transportasi kepada masyarakat sebab perbandingan 

antara jumlah penumpang dengan seat kereta Prameks terus meningkat [4]. 

Pemerintah kota Yogyakarta turut melakukan upaya lain dalam meningkatkan moda 

transportasi udara di Yogyakarta yaitu pemindahan bandara kota Yogyakarta yang pada awalnya 

berada di Adisutjipto International Airport dipindahkan ke Yogyakarta International Airport 

membuat mobilitas yang biasanya dilakukan oleh masyarakat umum turut berubah [5]. Bandara 

YIA yang berada jauh dari kota Yogyakarta memerlukan adanya suatu moda transportasi baru, 

dalam hal ini pemerintah pembangunan layanan transportasi darat yaitu kereta Bandara yang akan 

melayani perjalanan dengan rute Stasiun Yogyakarta - Stasiun Wates - Stasiun Bandara YIA [6]. 

Adanya moda kereta Bandara YIA diharapkan jarak dan waktu tempuh menuju Bandara YIA lebih 

cepat dibandingkan dengan menggunakan transportasi umum lainnya yang membutuhkan waktu 

lebih lama dikarenakan terkena kemacetan [7]. 

Pembangunan transportasi kereta bandara rupanya tidak hanya berada di Bandara YIA saja, 

melainkan bandara Adi-Soemarmo turut terdapat pembangunan kereta bandara Adi-Soemarmo. 

Kereta Bandara Adi Soemarmo akan melayani perjalanan dengan rute Stasiun Klaten - Stasiun 

Purwosari - Stasiun Solo Balapan - Stasiun Kadipiro - Stasiun Adi Soemarmo. Keberadaan kereta 

bandara Adi-Soemarmo diharapkan mempermudah mobilitas masyarakat dan membuat waktu 

tempuh perjalanan lebih efisien [5].   

Berdasarkan penjelasan inovasi terbaru dari transportasi yang berada di Yogyakarta dan 

Solo, peneliti menemukan bahwa pembuatan jadwal kepergian kereta Commuter Line dan kereta 

bandara YIA dan kereta bandara Adi-Soemarmo dibuat menyesuaikan kebutuhan penumpang, 

sehingga proses sinkronisasi belum terjadi [8]. Sementara itu, dalam jaringan transportasi 

sinkronisasi sangat penting dilakukan untuk memastikan bahwa sarana transportasi tersedia ketika 

konsumen ingin berpindah rute [8]. Proses sinkronisasi diperlukan agar ketersediaan Commuter 
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Line Yogyakarta, Kereta Bandara YIA dan Kereta Bandara Adi-Soemarmo dapat menjamin 

terjadinya perpindahan dari Commuter Line dengan rute yang berbeda menuju ke kereta bandara 

dengan rute lainnya [9].  

Perlu diperhatikan bahwa penelitian ini dilakukan dengan asumsi bahwa sistem transportasi 

yang dikonstruksi murni didasarkan pada sinkronisasi menggunakan aljabar max-plus. Asumsi ini 

diambil untuk menyederhanakan model penjadwalan transportasi dengan fokus utama pada 

sinkronisasi. Asumsi ini diambil untuk menyederhanakan model penjadwalan kereta dengan fokus 

utama pada sinkronisasi antar jadwal kereta, sehingga memungkinkan pemodelan yang lebih 

terstruktur dan matematis. Namun, dalam prakteknya, penjadwalan kereta melibatkan berbagai 

faktor lain yang mempengaruhi operasional, seperti keterbatasan sumber daya manusia dan 

material, regulasi, serta fluktuasi permintaan pasar. Selain itu, faktor operasional seperti 

ketersediaan armada, waktu istirahat kru, dan peraturan keselamatan, serta pertimbangan eksternal 

seperti cuaca dan kemacetan, juga mempengaruhi efektivitas penjadwalan. Oleh karena itu, 

meskipun model ini memberikan gambaran ideal tentang sinkronisasi jadwal kereta, perlu diingat 

bahwa dalam aplikasi praktis, berbagai faktor tambahan tersebut akan mempengaruhi keberhasilan 

implementasi sistem yang disarankan. 

Penelitian ini relevan dengan beberapa penelitian sebelumnya terkait Aljabar Max-Plus, 

seperti dalam [3] yang membahas penjadwalan kereta di Daop 8 Surabaya untuk meminimalisir 

terjadinya keterlambatan yang biasanya terjadi sehingga mengganggu mobilitas penumpang 

kereta. Dari hasil penelitian yang dilakukan oleh [3] ini memperoleh periode kepergian masing-

masing stasiun 101 menit sekali. Penelitian lainnya dalam [10] membahas analisis beserta model 

jaringan kereta yang berada di Jawa Timur memanfaatkan aljabar max-plus dan petri net. Dari 

hasil penelitian yang dilakukan oleh [10] diperoleh model serta desain jadwal kepergian kereta di 

Jawa Timur yang realistik dengan periode kepergian setiap 𝜆 menit, dengan 93,625 ≤ 𝜆 ≤

101,25.  

Terdapat juga penelitian [11] yang berisikan rancangan desain jadwal pada kepergian 

Commuter Line dengan memperhatikan proses sinkronisasi. Dari hasil penelitian yang dilakukan 

oleh [11] diperoleh jaringan Commuter Line Jabodetabek dapat dimodelkan dengan menggunakan 

aljabar max-plus dengan nilai eigen yaitu 𝜆(𝐴) = 32 serta vektor eigen yang terdiri atas bilangan 

real, sehingga memungkinkan penjadwalan kereta tersinkronisasi. Nilai eigen merepresentasikan 

jangka waktu pemberangkatan KRL dari setiap stasiun yaitu 32 menit sekali. Selain itu, terdapat 

penelitian [8] yang membahas desain penjadwalan untuk kepergian kereta komuter di DAOP VI 

Yogyakarta dengan memperhatikan sinkronisasi menggunakan aljabar max-plus.  
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Berdasarkan ketiga artikel yang relevan tersebut dapat diketahui bahwa dalam memodelkan 

jaringan kereta untuk menentukan penjadwalan kepergian dapat menggunakan bantuan aljabar 

max-plus. Namun masih ditemukan beberapa saran yang dapat digunakan untuk membantu 

penelitian selanjutnya berupa matriks hasil pemodelan adalah matriks yang tidak irreducible 

(tereduksi) serta memiliki vektor eigen yang berupa bilangan real serta belum memperhatikan 

stasiun-stasiun pemberhentian kecil. Oleh karena itu, berdasarkan saran dan masukan dari 

penelitian sebelumnya peneliti memilih untuk menentukan jaringan kepergian kereta Commuter 

Line, kereta bandara Yogyakarta International Airport (YIA), dan kereta bandara Adi-Soemarmo 

untuk dianalisis penjadwalannya menggunakan aljabar max-plus yang selanjutnya akan ditentukan 

nilai eigen beserta vektor eigen dengan memperhatikan proses sinkronisasi. 

 

2 Metode Penelitian 

Penelitian yang diterapkan oleh peneliti adalah jenis penelitian kuantitatif. Dalam hal ini, 

penelitian kuantitatif merupakan penelitian dengan data numerik untuk mengumpulkan informasi, 

menganalisis fenomena, serta mencapai pemahaman yang lebih mendalam tentang objek 

penelitian. Hal ini sejalan dengan pemikiran Babbie (2016) menyatakan bahwa penelitian 

kuantitatif merupakan proses ilmiah yang melibatkan pengumpulan data berbasis numerik dan 

analisis statistik guna menguji hipotesis serta memberikan jawaban terhadap pertanyaan penelitian 

yang diajukan [12]. Cresswell (2014) menyatakan bahwa penelitian ini digunakan untuk menguji 

teori dengan kebutuhan akan pengukuran dan analisis statistik terhadap data yang diperoleh guna 

menemukan solusi atas pertanyaan penelitian [13]. 

Metode penelitian yang diterapkan melibatkan studi pustaka, yang didukung oleh data 

lapangan serta analisis komputasi menggunakan Software Scilab. 

Langkah-langkah yang diambil dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Mengumpulkan literatur dari berbagai sumber seperti buku, artikel, dan tesis untuk 

mengembangkan model mengenai jaringan kereta komuter dan kereta bandara. 

Selanjutnya, melakukan analisis terhadap penjadwalan dengan menggunakan aljabar 

max-plus, memperhatikan kondisi nyata dari jadwal kepergian kereta komuter Yogya, 

Kereta bandara YIA, dan kereta bandara Adi Soemarmo. 

2. Mengumpulkan informasi terkait dengan kereta komuter Yogyakarta, kereta bandara 

YIA, dan kereta bandara Adi Soemarmo menggunakan instrumen penelitian berupa 

dokumen. Dokumen tersebut mencakup peta rute, jadwal kepergian, dan jalur yang 

dilalui oleh kereta tersebut. 
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3. Menentukan jalur yang diinginkan dan menggambarkan graf dari jalur tersebut. 

4. Menyusun peraturan untuk menyelaraskan graf jalur tersebut. 

5. Menyusun model matematika mengikuti aturan penyelarasan yang telah ditetapkan.  

6. Menetapkan matriks 𝐴 yang didasarkan pada model matematika yang diperoleh. 

7. Menghitung nilai dan vektor eigen dari matriks 𝐴 

8. Merancang jadwal perjalanan yang terhubung untuk Commuter Line Yogyakarta, kereta 

bandara YIA, dan kereta bandara Adi Soemarmo. 

9. Menganalisis kecocokan antara jadwal perjalanan yang dihasilkan dengan situasi 

sebenarnya. 

10. Menyandingkan temuan penelitian dengan penelitian serupa yang telah ada. 

 

3 Landasan Teori  

3.1 Aljabar Max-Plus 

Definisi 1[14] Diberikan himpunan tak kosong ℝ𝜀 = ℝ ∪ {𝜀}, dimana ℝ adalah bilangan 

rill, ∈ =  −∞, dan didefinisikan dua operasi biner:  

(1) Operasi (⨁), dimana untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ𝜀, berlaku:  

𝑎⨁𝑏 = max (𝑎, 𝑏) 

(2) Operasi (⨂), dimana untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ𝜀, berlaku:  

𝑎⨂𝑏 = 𝑎 + 𝑏 

3.2 Matriks Pada Aljabar Max-Plus  

Definisi 2[15] Sebuah matriks didefinisikan menjadi suatu susunan nilai berbentuk persegi 

yang disusun dalam bentuk baris dan kolom. Suatu matriks ditulis sebagai berikut.  

[

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

] 

Matriks 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑚 didefinisikan sebagai matriks berukuran 𝑛 × 𝑚 dengan operasi ⨂ dan ⨁. Beberapa 

operasi terkait matriks pada aljabar max-plus memiliki defnisi sebagai berikut.  

Definisi 3[14] Penjumlahan matriks 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑚, didefinisikan dengan 

[𝐴⨁𝐵]𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗⨁𝑏𝑖𝑗 = max (𝑎𝑖𝑗 , 𝑏𝑖𝑗) 

Definisi 4[14] Perkalian matriks 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑚 dengan skalar 𝑎 ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥 didefinisikan oleh  

[𝜶⨂𝑨]𝒊𝒋 = 𝜶⨂𝒂𝒊𝒋 
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3.3 Representasi Graf pada Aljabar Max-Plus  

Definisi 5[14] Diberikan 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛. Graf berbobot dari A adalah graf berbobot 𝐺(𝐴) =

(𝑉, 𝐴) dengan 𝑉 = {1,2, … , 𝑁} dan 𝐴 = {(𝑗, 𝑖)|𝑤(𝑖, 𝑗) = 𝐴𝑖𝑗 ≠ 𝜀}.  

Definisi 6[14] Suatu matriks 𝐴 ∈ 𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑚 dikatakan irredusibel jika graf berbobot yang 

bersesuaian dengan A terhubung kuat.   

 

4 Hasil dan Pembahasan 

4.1 Sistem Transportasi Kereta Bandara Yogyakarta International Airport, Commuter Line 

Yogyakarta, dan Kereta Bandara Adi-Soemarmo 

Berikut merupakan tiga rute yang dilalui oleh masing-masing Kereta Bandara YIA, Kereta 

Komuter Yogyakarta Line, dan Kereta Bandara Adi-Soemarmo. Data ini diperoleh dari aplikasi 

“Access by KAI” yang merupakan aplikasi resmi PT Kereta Indonesia (penulisan Stasiun disingkat 

menjadi St.). 

1. Rute 1 (Kereta Bandara Yogyakarta International Airport) 

St. Yogya International Airport - St. Wates - St. Tugu Yogya - St. Wates - St. Yogya 

International Airport. 

2. Rute 2 (Kereta Bandara Express Yogyakarta International Airport) 

St. Yogya International Airport - St. Tugu Yogya - St. Yogya International Airport. 

3. Rute 3 (Kereta Komuter Yogyakarta Line) 

St. Tugu Yogya - St. Lempuyangan - St. Maguwo - St. Brambanan - St. Srowot - St. Klaten 

- St. Ceper - St. Delanggu - St. Gawok - St. Purwosari - St. Solo Balapan - St. Solo Jebres - 

St. Palur - St. Solo Jebres - St. Solo Balapan - St. Purwosari - St. Gawok - St. Delanggu - St. 

Ceper - St. Klaten - St. Srowot - St. Brambanan - St. Maguwo - St. Lempuyangan - St.Tugu 

Yogya. 

4. Rute 4 (Kereta Bandara Adi-Soemarmo) 

St. Adi-Soemarmo - St. Kadipiro - St. Solo Balapan - St. Purwosari - St. Klaten - St. 

Purwosari - St. Solo Balapan - St. Kadipiro - St. Adi-Soemarmo. 

4.2 Rute Pilihan 

Pemilihan rute dilakukan dengan menetapkan stasiun besar yang memungkinkan untuk 

penumpang melakukan pergantian dari satu kereta ke kereta lain yang biasa disebut stasiun 

transfer. Stasiun-stasiun transfer ini berupa stasiun Bandara Yogyakarta International Airport, 

Stasiun Tugu Yogyakarta, Stasiun Klaten, Stasiun Solo Balapan, Stasiun Palur, dan Stasiun 
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Bandara Adi-Soemarmo. Pemilihan rute ini menggunakan semua rute Kereta Bandara Yogyakarta 

International Airport, Kereta Bandara Adi-Soemarmo, Commuter Line Yogyakarta yang 

beroperasi pada weekend maupun weekdays selama 24 jam. 

Pada setiap rute kereta memiliki penjelasan sebagai berikut, untuk rute Kereta Bandara 

Yogyakarta International Airport memiliki rute dari Stasiun Tugu Yogyakarta menuju Stasiun 

Bandara Yogyakarta International Airport dan arah sebaliknya yaitu dari Stasiun Bandara 

Yogyakarta International Airport menuju Stasiun Tugu Yogyakarta,  rute Commuter Line 

Yogyakarta memiliki rute dari Stasiun Tugu Yogyakarta menuju ke Stasiun Klaten, Stasiun Solo 

Balapan berakhir di Stasiun Palur dan arah sebaliknya yaitu dari Stasiun Palur menuju Stasiun 

Solo Balapan, Stasiun Klaten berakhir di Stasiun Tugu Yogyakarta, rute Kereta Bandara Adi-

Soemarmo memiliki rute dari Stasiun Klaten menuju ke Stasiun Solo Balapan berakhir di Stasiun 

Bandara Adi-Soemarmo dan arah sebaliknya yaitu dari Stasiun Bandara Adi-Soemarmo menuju 

ke Stasiun Solo Balapan berakhir di Stasiun Klaten.  

4.3 Graf Rute Pilihan  

Pada bagian ini akan disusun sebuah graf berarah berbobot. Dalam proses pembuatan graf 

rute pilihan akan digunakan beberapa simbol untuk merepresentasikan stasiun transfer yang telah 

dipilih, sebagai berikut (penulisan Stasiun disingkat menjadi St.): 

A = St. Bandara YIA  1 = St. Wates  

B = St. Bandara Adi-Soemarmo  2 = St. Tugu Yogya 

 3 = St. Klaten 

 4 = St. Solo Balapan 

 5 = St. Palur 

Dengan merepresentasikan bahwa bentuk lingkaran adalah stasiun transfer dan anak panah 

merepresentasikan tujuan perjalanan kereta Bandara dan Commuter Line Yogyakarta dari stasiun 

kepergian menuju stasiun destinasi, didefinisikan oleh beberapa rute tersebut:  

1. Rute 1 : Stasiun Bandara YIA - Stasiun Wates - Stasiun Tugu Yogyakarta. 

 
Gambar 1. Rute 1  

Rute dari Stasiun Bandara YIA ke Stasiun Tugu Yogyakarta maupun arah sebaliknya 

menggunakan kereta bandara YIA biasa. 
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2. Rute 2 : Stasiun Bandara YIA - Stasiun Tugu Yogyakarta. 

 
Gambar 2. Rute 2 

Rute dari Stasiun Bandara YIA ke Stasiun Tugu Yogyakarta maupun arah sebaliknya 

menggunakan kereta Bandara YIA Express.  

3. Rute 3 : Stasiun Tugu Yogyakarta - Stasiun Klaten - Stasiun Solo Balapan - Stasiun Palur. 

 
Gambar 3. Rute 3  

Rute dari stasiun Tugu Yogyakarta ke Stasiun Palur maupun arah sebaliknya menggunakan 

Commuter Line Yogyakarta. 

4. Rute 4 : Stasiun Klaten - Stasiun Solo Balapan - Stasiun Bandara Adi-Soemarmo. 

 
Gambar 4. Rute 4  

Rute dari Stasiun Klaten ke Stasiun Bandara Adi-Soemarmo maupun arah sebaliknya 

menggunakan kereta bandara Adi-Soemarmo (KA Bias).  

Berdasarkan keempat rute diatas, dapat dibuat suatu graf berarah berbobot yang 

menghubungkan stasiun-stasiun transfer, sebagai berikut (penulisan Stasiun disingkat menjadi 

St.): 

 
Gambar 5. Graf Berarah Berbobot 
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Setelah disusun graf berarah berbobot diberikan waktu tempuh kereta bandara YIA, kereta 

bandara Adi-Soemarmo, dan Commuter Line Yogyakarta. Penyusunan waktu tempuh didapatkan 

dari rata-rata total waktu yang dibutuhkan untuk satu kali perjalanan dari suatu stasiun menuju 

stasiun berikutnya oleh kereta. Informasi lebih lengkap dapat dilihat pada Tabel 1. 

Tabel 1. Waktu Tempuh Kereta Bandara YIA, Commuter Line Yogyakarta, dan Kereta Bandara 

Adi-Soemarmo 

Rute. Dari. Tujuan. Waktu Tempuh. Banyak KA. 

1 Bandara YIA  Wates 𝑡1 =  15 𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡 1 

1 Wates  Tugu 𝑡2 =  24 𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡 0 

1 Tugu  Wates 𝑡3 =  26 𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡 1 

1 Wates Bandara YIA  𝑡4 =  13 𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡 0 

2 Bandara YIA Tugu 𝑡5 =  35 𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡 1 

2 Tugu Bandara YIA 𝑡6 = 35 𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡 0 

3 Tugu Klaten  𝑡7 =  36 𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡 1 

3 Klaten  Solo Balapan 𝑡8 = 34 𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡 0 

3 Solo Balapan Palur 𝑡9 = 10 𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡 0 

3 Palur Solo Balapan 𝑡10 = 14 𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡 1 

3 Solo Balapan  Klaten 𝑡11 = 35 𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡 0 

3 Klaten Tugu 𝑡12 = 33 𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡  0 

4 Klaten Solo Balapan  𝑡13 = 34 𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡  1 

4 Solo Balapan  
Bandara Adi-

Soemarmo  
𝑡14 = 25 𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡  0 

4 Bandara Adi-Soemarmo Solo Balapan 𝑡15 = 19 𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡 1 

4 Solo Balapan Klaten  𝑡16 = 53 𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡 0 

Dibawah ini adalah graf berarah berbobot dari sistem jaringan kereta pada waktu acuan yaitu 

pukul 11.30 WIB. 

 
Gambar 6. Graf Berarah Berbobot pada Waktu Acuan  
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4.4 Sinkronisasi  

Tahap selanjutnya akan dilakukan proses sinkronisasi guna membantu penumpang untuk 

beralih dari satu kereta menuju kereta lainnya dengan rute berbeda. Proses sinkronisasi dilakukan 

sesuai graf berarah berbobot pada keempat rute yang berbeda: 

1. Rute 1: Stasiun A - Stasiun 1 - Stasiun 2 - Stasiun 1 - Stasiun A 

a. kepergian kereta ke−𝑟 dari 𝐴 ke 1, perlu menanti kemunculan kereta yang beroperasi ke-

(𝑟 − 1) dari 1 ke 𝐴 di rute 1. 

b. kepergian kereta ke−𝑟 dari 1 ke 2, perlu menanti kemunculan kereta yang beroperasi ke-

(𝑟 − 1) dari 𝐴 ke 1 di rute 1. 

c. kepergian kereta ke−𝑟 dari 2 ke 1, perlu menanti kemunculan kereta yang beroperasi 

ke−(𝑟) dari 1 ke 2 di rute 1 dan menanti kemunculan kereta yang beroperasi ke−(𝑟 − 1) 

dari 3 ke 2 di rute 3. 

d. kepergian kereta ke−𝑟 dari 1 ke 𝑨, perlu menanti kemunculan kereta yang beroperasi 

ke−(𝑟) dari 2 ke 1 di rute 1. 

2. Rute 2: Stasiun A - Stasiun 2 - Stasiun A 

a. kepergian kereta ke−𝑟 dari 𝐴 ke 2, perlu menanti kemunculan kereta yang beroperasi 

ke−(𝑟 − 1) dari 2 ke 𝑨 di rute 2. 

b. kepergian kereta ke−𝑟 dari 2 ke 𝑨, perlu menanti kemunculan kereta yang beroperasi 

ke−(𝑟) dari 𝐴 ke 2 di rute 2 dan menanti kemunculan kereta yang beroperasi ke−(𝑟 − 1) 

dari 3 ke 2 di rute 3. 

3. Rute 3: Stasiun 2 - Stasiun 3 - Stasiun 4 - Stasiun 5 - Stasiun 4 - Stasiun 3 - Stasiun 2 

a. kepergian kereta ke−𝑟 dari 2 ke 3, perlu menanti kemunculan kereta yang beroperasi ke-

(𝑟 − 1) dari 3 ke 2 di rute 3, menanti kemunculan kereta yang beroperasi ke−(𝑟) dari 1 ke 

2 di rute 1, dan menanti kemunculan kereta yang beroperasi ke−(𝑟) dari 𝑨 ke 2 di rute 2. 

b. kepergian kereta ke−𝑟 dari 3 ke 4, perlu menanti kemunculan kereta yang beroperasi ke−𝑟 

dari 2 ke 3 di rute 3 dan menanti kemunculan kereta yang beroperasi ke−𝑟 dari 4 ke 3 di 

rute 4. 

c. kepergian kereta ke−𝑟 dari 4 ke 5, perlu menanti kemunculan kereta yang beroperasi 

ke−(𝑟 − 1) dari 3 ke 4 di rute 3 dan menanti kemunculan kereta yang beroperasi ke−𝑘 

dari 𝑩 ke 4 di rute 4. 

d. kepergian kereta ke−𝑟 dari 5 ke 4, perlu menanti kemunculan kereta yang beroperasi ke−𝑟 

dari 4 ke 5 di rute 3. 
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e. kepergian kereta ke−𝑟 dari 4 ke 3, perlu menanti kemunculan kereta yang beroperasi 

ke−(𝑟 − 1) dari 5 ke 4 di rute 3 dan menanti kemunculan kereta yang beroperasi ke-r dari 

𝑩 ke 4 di rute 4. 

f. kepergian kereta ke−𝑟 dari 3 ke 2, perlu menanti kemunculan kereta yang beroperasi ke−𝑟 

dari 4 ke 3 di rute 3 dan menanti kemunculan kereta yang beroperasi ke−𝑟 dari 4 ke 3 di 

rute 4. 

4. Rute 4: Stasiun 3 - Stasiun 4 - Stasiun B - Stasiun 4 - Stasiun 3 

a. kepergian kereta ke−𝑟 dari 3 ke 4, perlu menanti kemunculan kereta yang beroperasi ke−𝑟 

dari 4 ke 3 di rute 4 dan menanti kemunculan kereta yang beroperasi ke−𝑟 dari 2 ke 2 di 

rute 3. 

b. kepergian kereta ke−𝑟 dari 4 ke 𝑩, perlu menanti kemunculan kereta yang beroperasi 

ke−𝑟 dari 3 ke 4 di rute 4, menanti kemunculan kereta yang beroperasi ke−(𝑟 − 1) dari 3 

ke 4 di rute 3, dan menanti kemunculan kereta yang beroperasi ke−(𝑟 − 1) dari 5 ke 4 di 

rute 3. 

c. kepergian kereta ke−𝑟 dari 𝑩 ke 4, perlu menanti kemunculan kereta yang beroperasi 

ke−(𝑟 − 1) dari 4 ke 𝑩 di rute 4. 

d. kepergian kereta ke−𝑟 dari 4 ke 3, perlu menanti kemunculan kereta yang beroperasi 

ke−𝑟 dari 𝑩 ke 4 di rute 4. 

4.5 Model Aljabar Max-Plus  

Setelah dilakukan sinkronisasi, kemudian akan dilakukan proses pemodelan menggunakan 

aljabar max-plus. Proses pemodelan dilakukan dari mendefinisikan terlebih dahulu variabel untuk 

setiap busur yang menghubungkan stasiun-stasiun dari keempat rute yang telah ditentukan pada 

bagian sebelumnya. Data terkait definisi variabel dapat dilihat dalam Tabel 2.  

Tabel 2. Definisi Variabel kepergian Kereta Bandara YIA, Commuter Line Yogyakarta, Kereta 

Bandara Adi-Soemarmo 

Nama Definisi kepergian Kereta dari:. 

𝑥1(𝑟 − 1) 𝑨 ke 1 ketika ke−(𝑟 − 1) di rute 1 

𝑥2(𝑟 − 1) 1 ke 2 ketika ke−(𝑟 − 1) di rute 1 

𝑥3(𝑟 − 1) 2 ke 1 ketika ke−(𝑟 − 1) di rute 1 

𝑥4(𝑟 − 1) 1 ke 𝑨 ketika ke−(𝑟 − 1) di rute 1 

𝑥5(𝑟 − 1) 𝑨 ke 2 ketika ke−(𝑟 − 1) di rute 2 

𝑥6(𝑟 − 1) 2 ke 𝑨 ketika ke−(𝑟 − 1) di rute 2 

𝑥7(𝑟 − 1) 2 ke 3 ketika ke−(𝑟 − 1) di rute 3 

𝑥8(𝑟 − 1) 3 ke 4 ketika ke−(𝑟 − 1) di rute 3 

𝑥9(𝑟 − 1) 4 ke 5 ketika ke−(𝑟 − 1) di rute 3 

𝑥10(𝑟 − 1) 5 ke 4 ketika ke−(𝑟 − 1) di rute 3 
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Nama Definisi kepergian Kereta dari:. 

𝑥11(𝑟 − 1) 4 ke 3 ketika ke−(𝑟 − 1) di rute 3 

𝑥12(𝑟 − 1) 3 ke 2 ketika ke−(𝑟 − 1) di rute 3 

𝑥13(𝑟 − 1) 3 ke 4 ketika ke−(𝑟 − 1) di rute 4 

𝑥14(𝑟 − 1) 4 ke 𝑩 ketika ke−(𝑟 − 1) di rute 4 

𝑥15(𝑟 − 1) 𝑩 ke 4 ketika ke−(𝑟 − 1) di rute 4 

𝑥16(𝑟 − 1) 4 ke 3 ketika ke−(𝑟 − 1) di rute 4  
𝑥1(𝑟) 𝑨 ke 1 ketika ke−(𝑟) di rute 1 

𝑥2(𝑟) 1 ke 2 ketika ke−(𝑟) di rute 1  
𝑥3(𝑟) 2 ke 1 ketika ke−(𝑟) di rute 1 

𝑥4(𝑟) 1 ke A ketika ke−(𝑟) di rute 1 

𝑥5(𝑟) 𝑨 ke 2 ketika ke−(𝑟) di rute 2 

𝑥6(𝑟) 2 ke 𝑨 ketika ke−(𝑟) di rute 2 

𝑥7(𝑟) 2 ke 3 ketika ke−(𝑟) di rute 3 

𝑥8(𝑟) 3 ke 4 ketika ke−(𝑟) di rute 3 

𝑥9(𝑟) 4 ke 5 ketika ke−(𝑟) di rute 3 

𝑥10(𝑟) 5 ke 4 ketika ke−(𝑟) di rute 3 

𝑥11(𝑟) 4 ke 3 ketika ke−(𝑟) di rute 3 

𝑥12(𝑟) 3 ke 2 ketika ke−(𝑟) di rute 3 

𝑥13(𝑟) 3 ke 4 ketika ke−(𝑟) di rute 4 

𝑥14(𝑟) 4 ke 𝑩 ketika ke−(𝑟) di rute 4 

𝑥15(𝑟) 𝑩 ke 4 ketika ke−(𝑟) di rute 4 

𝑥16(𝑟) 4 ke 3 ketika ke−(𝑟) di rute 4 

Berdasarkan Tabel 2, disusun pemodelan matematika menggunakan aljabar max-plus untuk setiap 

rute sebelum dilakukan proses sinkronisasi. 

Rute 1 

𝑥1(𝑟)    = 𝑡4 ⊗ 𝑥4(𝑟 − 1) = 13 ⊗  𝑥4(𝑟 − 1), 𝑥2(𝑟) = 𝑡1 ⊗ 𝑥1(𝑟 − 1) = 15 ⊗  𝑥1(𝑟 − 1),  

𝑥3(𝑟)    = 𝑡2 ⊗ 𝑥2(𝑟) = 𝑡2 ⊗ 𝑡1 ⊗ 𝑥1(𝑟 − 1) = 39 ⊗ 𝑥1(𝑟 − 1), 

 𝑥4(𝑟)   = 𝑡3 ⊗ 𝑥3(𝑟) = 𝑡3 ⊗ 𝑡2 ⊗ 𝑡1 ⊗ 𝑥1(𝑟 − 1) = 65 ⊗ 𝑥1(𝑟 − 1) 

Rute 2 

𝑥5(𝑟)    = 𝑡6 ⊗ 𝑥6(𝑟 − 1) = 3 5 ⊗ 𝑥6(𝑟 − 1), 𝑥6(𝑟) = 𝑡5 ⊗ 𝑥5(𝑟) = 𝑡5 ⊗ 𝑡6 ⊗ 𝑥6(𝑟 − 1) = 70 ⊗ 𝑥6(𝑟 − 1) 

Rute 3 

𝑥7(𝑟)    = 𝑡12 ⊗ 𝑥12(𝑟 − 1) = 33 ⊗  𝑥12(𝑟 − 1), 𝑥8(𝑟) = 𝑡7 ⊗ 𝑥7(𝑟) = 𝑡7 ⊗ 𝑡12 ⊗ 𝑥12(𝑟 − 1)  

               = 69 ⊗ 𝑥12(𝑟 − 1) 

𝑥9(𝑟)    = 𝑡8 ⊗ 𝑥8(𝑟 − 1) = 37 ⊗  𝑥8(𝑟 − 1), 𝑥10(𝑟) = 𝑡9 ⊗ 𝑥9(𝑟) = 𝑡9 ⊗ 𝑡8 ⊗ 𝑥8(𝑟 − 1) = 47 ⊗ 𝑥8(𝑟 − 1) 

𝑥11(𝑟)  = 𝑡10 ⊗ 𝑥10(𝑟 − 1) = 14 ⊗ 𝑥10(𝑟 − 1), 

 𝑥12(𝑟) = 𝑡11 ⊗ 𝑥11(𝑟) = 𝑡11 ⊗ 𝑡10 ⊗ 𝑥10(𝑟 − 1) = 49 ⊗ 𝑥10(𝑟 − 1) 

Rute 4 

𝑥13(𝑟)  = 𝑡16 ⊗ 𝑥16(𝑟) = 𝑡16 ⊗ 𝑡15 ⊗ 𝑡14 ⊗ 𝑥14(𝑟 − 1) = 97 ⊗ 𝑥14(𝑟 − 1) 

𝑥14(𝑟)  = 𝑡13 ⊗ 𝑥13(𝑟) = 𝑡13 ⊗ 𝑡16 ⊗ 𝑡15 ⊗ 𝑡14 ⊗ 𝑥14(𝑟 − 1) = 131 ⊗ 𝑥14(𝑟 − 1) 

𝑥15(𝑟)  = 𝑡14 ⊗ 𝑥14(𝑟 − 1) = 25 ⊗ 𝑥14(𝑟 − 1), 

𝑥16(𝑟)  = 𝑡15 ⊗ 𝑥15(𝑟) = 𝑡15 ⊗ 𝑡14 ⊗ 𝑥14(𝑟 − 1) = 44 ⊗ 𝑥14(𝑟 − 1) 
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Berdasarkan hasil pemodelan matematika yang telah dilakukan sinkronisasi, didapatkan 

persamaan matriks 𝑥(𝑘) = 𝐴 ⊗ 𝑥(𝑟 − 1), di mana matriks 𝐴 adalah matriks dengan ordo 16 × 16 

sebagai berikut 

 

Gambar 7. Matriks 𝐴  

 

4.6 Sifat Periodik Sistem 

Berdasarkan matriks 𝐴 yang didapat dari pemodelan matematika dari sinkronisasi keempat 

rute yang terhubung dengan stasiun - stasiun transfer. Dalam proses analisis matriks 𝐴 akan 

dilakukan perhitungan nilai eigen beserta vektor eigen menggunakan bantuan Software Scilab. 

Dengan menggunakan aplikasi tersebut, didapatkan nilai eigen 𝜆(𝐴) = 138. Nilai eigen berarti 

periode kepergian kereta di setiap stasiun awal yaitu setiap 𝜆(𝐴) sekali, yaitu 138 menit sekali 

atau 2 jam 18 menit. Dalam aljabar max-plus, nilai eigen ini dapat ditentukan dengan beberapa 

metode, salah satunya metode rata-rata siklus maksimum [16]. Metode ini digunakan untuk 
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menghitung nilai eigen sebagai rata-rata bobot maksimum dari semua siklus yang mungkin dalam 

graf berarah yang terbentuk dari matriks 𝐴. Penentuan nilai eigen dilakukan dengan cara 

menghitung jejak dari pangkat-pangkat matriks, lalu membagi hasilnya dengan pangkat 𝑘 dan 

mengambil nilai maksimum dari semua hasil tersebut. Rumusnya dinyatakan sebagai berikut: 

 

Sementara, untuk nilai vektor minimum yaitu 262 dan vektor eigen matriks 𝐴 yang memiliki 

ukuran 16 ×  1, yaitu:  

 

Gambar 8. Matriks 𝑣  

Dikarenakan jadwal kereta bersifat periodik sehingga dapat dibuat jadwal kepergian baru 

menggunakan hasil nilai eigen dari vektor eigen matriks 𝐴 sebagai kondisi awal [9]. Dalam proses 

penjadwalan kepergian akan digunakan vektor akhir kepergian yang diperoleh dari 𝑣′ = 𝑣 ⊗

(−𝑚𝑖𝑛(𝑣)). Persamaan tersebut menggambarkan proses normalisasi vektor eigen 𝑣 untuk 

memastikan bahwa semua elemen dalam vektor 𝐴 dimulai dari waktu referensi nol. Dengan cara 

menggeser nilai dalam vektor berdasarkan waktu yang paling awal. Proses ini dilakukan untuk 

menjaga hubungan antar elemen vektor dan mempermudah penerapan jadwal dalam sistem [17]. 

Sehingga didapat vektor akhir kepergian (𝑣′) yang memiliki ukuran 16 ×  1, yaitu:  

https://www.zotero.org/google-docs/?IBppDO
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Gambar 9. Matriks 𝑣′  

4.7 Desain Penjadwalan 

Berdasarkan hasil nilai eigen 𝜆(𝐴) = 138 atau 2 jam 18 menit, kita akan membuat desain 

penjadwalan kepergian kereta bandara dan Commuter Line Yogyakarta yang baru. Hasil [𝑣′]2,1 =

[0] maka kepergian Commuter Line Yogyakarta dari Stasiun Wates menuju Stasiun Tugu 

Yogyakarta menjadi titik acuan. kepergian awal dari Stasiun Wates menuju Stasiun Tugu 

Yogyakarta yang sebenarnya adalah pukul 05:57 WIB. Jadi, waktu kepergian awal setiap stasiun 

akan berubah menyesuaikan kepergian awal sebenarnya dari Stasiun Wates menuju Stasiun Tugu 

Yogyakarta.  

Selanjutnya, untuk masing-masing rute dapat disusun jadwal kepergian baru dan dengan 

memperhatikan jadwal kepergian sebenarnya dan selisihnya. Berdasarkan jadwal kepergian 

masing-masing rute kemudian ditetapkan kembali jadwal kereta alternatif yang telah 

disinkronisasi dari keempat rute seperti dalam Tabel 3 sampai dengan Tabel 6 berikut. Jadwal 

alternatif ini dapat dijadikan referensi oleh PT KAI dalam penyusunan jadwal kepergian kereta 

dari empat rute yang berbeda untuk kereta Bandara YIA, Commuter Line Yogyakarta, dan kereta 

Bandara Adi-Soemarmo. 

Tabel 3. Pilihan Rencana Jadwal kepergian Rute 1: Stasiun Bandara YIA - Stasiun Wates - 

Stasiun Tugu Yogyakarta 

Rute Jadwal kepergian I Jadwal kepergian II 

Bandara YIA Wates 08:00 14:54 

Wates Tugu Yogyakarta 08:15 15:09 

Tugu Yogyakarta Wates 08:39 15:33 

Wates Bandara YIA 09:05 15:59 
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Tabel 4. Pilihan Rencana Jadwal kepergian Rute 2: Stasiun Bandara YIA - Stasiun Tugu 

Yogyakarta  

Rute Jadwal kepergian I Jadwal kepergian II 

Tugu Yogyakarta Bandara YIA 09:39 16:33 

Bandara YIA Tugu Yogyakarta 10:14 17:08 

 

Tabel 5. Pilihan Rencana Jadwal kepergian Rute 3: Stasiun Tugu Yogyakarta - Stasiun Klaten - 

Stasiun Solo Balapan - Stasiun Palur 

Rute Jadwal kepergian I Jadwal kepergian II 

Tugu Yogyakarta Klaten 09:39 16:33 

Klaten Solo Balapan 10:15 17:09 

Solo Balapan Palur 10:49 17:43 

Palur Solo Balapan 10:59 17:53 

Solo Balapan Klaten 12:07 19:01 

Klaten Tugu Yogyakarta 12:42 19:36 

 

Tabel 6. Pilihan Rencana Jadwal kepergian Rute 4: Stasiun Klaten - Stasiun Solo Balapan - 

Stasiun Bandara Adi-Soemarmo 

Rute 
Jadwal kepergian 

I 

Jadwal kepergian 

II 

Klaten Solo Balapan 10:15 17:09 

Solo Balapan Bandara Adi-

Soemarmo 

10:49 17:43 

Bandara Adi-

Soemarmo 

Solo Balapan 11:14 18:08 

Solo Balapan Klaten 11:33 18:27 

 

 

4 Simpulan  

Berdasarkan penelitian dan analisis yang dilakukan pada penjadwalan kereta bandara 

Yogyakarta International Airport, kereta bandara Adi-Soemarmo, dan Commuter Line 

Yogyakarta, peneliti menyimpulkan:  

1. Jaringan kereta bandara Yogyakarta International Airport, Commuter Line Yogyakarta, 

dan kereta bandara Adi-Soemarmo bisa dimodelkan memanfaatkan aljabar max-plus 

dengan model umum 𝑅𝑚𝑎𝑥 yaitu 𝑥(𝑘) = 𝐴 ⊗ (𝑘 − 1). Pada bentuk umum, 𝐴 

merupakan matriks dengan ordo 16 ×  16 dengan vector 𝑥(𝑘 − 1) merupakan waktu 

kepergian kereta ke-(𝑘 − 1) dari semua kereta.  

2. Penjadwalan kereta bandara Adi-Soemarmo, kereta bandara Yogyakarta, Commuter 

Line Yogyakarta mempunyai periode kepergian dari setiap stasiun transfer, yaitu setiap 

𝜆(𝐴) = 138 atau 2 jam 18 menit. Waktu kepergian awal kereta di masing-masing 

stasiun didapatkan dari vektor eigen. 
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