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Abstrak

Sistem mangsa-pemangsa merupakan model dinamika interaksi antarspesies yang secara alami
dipengaruhi oleh faktor lingkungan seperti difusi dan adveksi. Dalam konteks ekologi, difusi
merepresentasikan penyebaran populasi akibat pergerakan acak dari konsentrasi tinggi ke rendah,
sementara adveksi memodelkan pengaruh aliran eksternal terarah seperti arus sungai atau angin. Penelitian
ini bertujuan mengkaji pengaruh kombinasi kedua reaksi tersebut terhadap kestabilan titik kesetimbangan
sistem melalui analisis teoritis dan studi literatur. Hasil penelitian menunjukkan bahwa kehadiran difusi-
adveksi mengubah syarat kestabilan secara signifikan, khususnya pada titik kesetimbangan E, dan Ej.
Analisis bifurkasi mengungkap terjadinya ketakstabilan Turing dan bifurkasi Hopf pada nilai parameter
tertentu. Secara biologis, fenomena ini mengindikasikan bahwa gangguan aliran lingkungan dapat memicu
pembentukan pola persebaran populasi yang tidak merata (heterogenitas spasial) serta fluktuasi populasi
yang berosilasi seiring waktu. Temuan ini menegaskan bahwa interaksi predasi sangat sensitif terhadap
parameter fisik lingkungan yang melampaui sekadar interaksi biologis murni.

Kata Kunci: Sistem pemangsa-mangsa, reaksi difusi-adveksi, sistem dinamik.

Abstract

The predator-prey system is a model of interspecies interaction dynamics that is naturally influenced
by environmental factors such as diffusion and advection. In the context of ecology, diffusion represents
the spread of populations due to random movement from high to low concentrations, while advection
models the influence of directed external flows such as river currents or wind. This study aims to examine
the effect of the combination of these two reactions on the stability of the equilibrium point of the system
through theoretical analysis and literature review. The results show that the presence of diffusion-advection
significantly changes the stability conditions, particularly at equilibrium points E, and E,. Bifurcation
analysis reveals the occurrence of Turing instability and Hopf bifurcation at certain parameter values.
Biologically, this phenomenon indicates that disturbances in environmental flows can trigger the formation
of uneven population distribution patterns (spatial heterogeneity) and population fluctuations that oscillate
over time. This finding confirms that predatory interactions are highly sensitive to physical environmental
parameters that go beyond purely biological interactions.

Keywords: predator-prey system, reaction-diffusion-advection, dynamics system.

1 Pendahuluan

Sistem mangsa-pemangsa berasal dari sistem Lotka-Volterra yang diusulkan oleh [1] dan

[2]. Sistem mangsa-pemangsa memodelkan interaksi yang terjadi antara mangsa dan pemangsa
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dalam suatu lingkungan. Sistem mangsa-pemangsa adalah sistem persamaan diferensial. Edelstein
dan Keshet [3] menyebutkan bahwa untuk menentukan titik ekuilibrium pada model Lotka-
Volterra, kita perlu menentukan nilai x dan y yang membuat laju populasi bernilai nol pada sistem
tersebut. Beberapa penelitian mengenai sistem mangsa-pemangsa dengan fokus yang berbeda-
beda telah dilakukan oleh [4], [5], [6], [7]. Li et al. [8] juga menjelaskan hal yang sama dalam
menentukan titik ekuilibrium dari model predator-prey. Chen et al. [9] menganalisis sistem
mangsa-pemangsa sehubungan dengan reaksi difusi yang tertunda dan ketakutan. Reaksi difusi
adalah peristiwa di mana suatu zat menyebar dari area dengan konsentrasi tinggi ke area dengan
konsentrasi rendah. Dalam konteks sistem mangsa-pemangsa, reaksi difusi dapat dinyatakan
sebagai peristiwa penyebaran populasi pemangsa dan mangsa yang mempengaruhi dinamika
sistem mangsa-pemangsa. Analisis pengaruh reaksi difusi pada sistem mangsa-pemangsa juga
dilakukan pada penelitian [10], [11], [12], [13], [14]. Zhang dan Zhao [15] telah menyelidiki
percabangan dan pemanenan optimal dari sistem pemangsa-mangsa yang berdifusi dengan
parameter biologis penundaan dan interval. Dalam penelitian Sutrima [14], sistem mangsa-
pemangsa diamati setelah reaksi difusi dengan koefisien fungsi yang bergantung pada waktu, yaitu
k(t).

Reaksi adveksi dalam konteks mangsa-pemangsa adalah fenomena di mana terdapat aliran
yang mempengaruhi interaksi antara mangsa dan pemangsa. Contoh reaksi adveksi adalah aliran
sungai dan arah angin yang menyebabkan perubahan interaksi mangsa dan pemangsa. Reaksi
difusi-adveksi banyak dipelajari oleh [16], [17], [18], [19], [20]. Chen et al [18] menjelaskan
pengaruh reaksi adveksi-difusi pada dua spesies yang bersaing. Bagaimana jika dua spesies tidak
saling bersaing tetapi saling mendahului? Tentunya ada perbedaan efek reaksi difusi adveksi antara

perilaku kompetisi dan predasi.

2  Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan studi literatur sebagai metode penelitian dalam mengkaji
penelitian-penelitian terdahulu seperti artikel-artikel dalam jurnal yang berkaitan dengan sistem
predator-prey dan analisis kestabilan sistem persamaan diferensial parsial. Metode analisis linear
digunakan dalam menyelidiki pengaruh reaksi difusi-adveksi pada sistem. Sistem mangsa-

pemangsa dengan reaksi adveksi-difusi diberikan sebagai

auv?
uv+1’

U = dqlUyy + AU +u(l —u) — (x,t) € (0,1) x (0, 0), (1)

2
Ve = dyVUyy + AU, — YU + %, (x,t) € (0,1) X (0,0), 2)
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dengan a, B, dan y adalah konstanta positif, a; dan a, merupakan koefisien adveksi, serta d; dan
d, merupakan koefisien difusi. Kondisi batas Neumann dapat merepresentasikan situasi di mana
populasi tidak dapat secara bebas bertukar individin dengan lingkungan eksternal. Oleh karena itu,

sistem (1)-(2) harus memenuhi syarat batas Neumann. Sistem yang diformulasikan sebagai berikut

auv?

= diUyy + aquy, +u(l — u) — ( ,t) € (0,1) x (0, 00), 3)
Vp = dyUyy + AV — YV + m, (x, t) € (0,1) x (0,00), (4)
U (0,8) = u, (L, t) =0,v,(0,t) = v, (l,t) =0,t >0, 5)
u(x,0) = uy(x),v(x,0) =vy(x),x € Q. (6)

3 Hasil dan Pembahasan

Seperti yang dilakukan oleh Ryu [21], titik kesetimbangan sistem (3)-(6) dapat ditentukan
Buv? —0

uv+1

dengan menyelesaikan sistem f(u,v) = u(l —u =0dang(u,v) = —yv+—

Teorema 1. Sistem (3)-(6) memiliki titik kesetimbangan.‘
i.  Titik kepunahan pemangsa dan mangsa E;(0,0),
ii.  Titik kepunahan pemangsa E,(1,0),

iii.  Titik yang memungkinkan ketahanan mangsa dan pemangsa E3( > ——— jika dan hanya

3 2(3

4By

ika @ = 3
J 27]/2

iv.  Dua titik yang memungkinkan ketahanan mangsa dan pemangsa E,(u,, v1) and Es(u,, v,)

that satisfles (3)-(6) danw, <2 <y if @ < ap = LEL and B >y,

27y2
2 T PSP B BN R
dengan u; < 3 < U merupakan Solusi dari polinomial u> — u® + 3 0 dan v; 7
untuki =1, 2.
Bukti. Titik kesetimbangan sistem (3)-(6) dapat ditentukan dengan menyelesaikan
_ auv?
fwv)=ull—u) ———=0, ()
g v) = —yv + 22 ®)
. . . _ _ _upi-w _ Y

Dengan menyelesaikan sistem (7)-(8) diperoleh u =0, v; =0, v, = B d =26
Subtitusi u = 0 ke persamaan (8) diperoleh v = 0 sehingga diperoleh titik kesetimbangan

upB(1—

E;(0,0). Subtitusi v, = a—yu) ke persamaan (8) diperoleh u = 0 atau u = 1. Subtitusiu = 1 ke

v, sehingga diperoleh titik kesetimbangan E,(1,0). Subtitusi v; = ke persamaan (7)

y
u(f-y)
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2
diperoleh u? — u + ° .32 = = 0. Polinomial tersebut memiliki solusi u; < 2 < uyjikaf >y dan
. . 2 ay? _
a < ay;. Polinomial u* —u + 5 = 0 memiliki Solusi tunggal (3 2 B ) jika dan hanya
. 4B(B-y)
jikaa = 277

1.1. Kestabilan sistem tanpa reaksi difusi-adveksi

Determinan positif memastikan bahwa hasil kali dari nilai eigen adalah positif, sehingga jika
kedua nilai eigen adalah real, maka keduanya harus negatif atau keduanya positif. Kondisi ini
membantu mengesampingkan kasus-kasus di mana satu nilai eigen positif dan yang lainnya
negatif. Jejak negatif memastikan bahwa jumlah kedua nilai eigen adalah negatif, oleh karena itu
jika 4; + 1, < 0 dan A;4; > 0, satu-satunya cara agar kedua kondisi ini terpenuhi adalah jika
keduanya negatif. Melinearisasi sistem (3)-(4) di (us, v5) sehingga diperoleh

2 (ugvs+2)
1-2uy ——2  _Zhsleld
_ (usvs+1)2 (usvs+1)2
J(us, vs) = pv? Busvs@+usvs) _J ®
(usUs+1)2 (1 + us‘lig)z y

Teorema 2. Dari sistem (3)-(6) tanpa reaksi difusi-adveksi (a; = a, = dy = d, = 0) diperoleh

bahwa titik kesetimbangan E;(0,0) bersifat tidak stabil, E,(1,0) stabil, dan E; (3 e y)) is

marginally stable if (1 + 3B)% < 24.
Bukti. Pada titik kesetimbangan E; (0,0), mengevaluasi (9) di (0,0) sehingga diperoleh

jan=(, ) (10)

Dari (10) diperolehtr(J) =1 —y dan det (J) = —y. Karena nilai determinan positif, maka
terdapat nilai eigen positif. Oleh karena itu E;(0,0) bersifat tidak stabil. Pada titik kesetimbangan
E,(1,0), mengevaluasi (9) di (1,0) diperoleh

J(1,0) = <_01 _Oy). (11)

Dari (11) diperoleh bahwa tr(](l,O)) =—1—y dan det(](l,O)) = y. Karena y merupakan
konstanta positif, maka tr(] (0,0)) < 0 dan det(] (1,0)) > 0. Oleh karena itu, diperoleh bahwa
titik kesetimbangan E,(1,0) bersifat stabil. Ryu et al. [21] telah membuktikan bahwa E,(1,0)

stabil asimtotik global jika @ > a;,. Pada titik kesetimbangan E3( ) mengevaluasi (9) di

32(5
2
3 2(3 )dlperoleh
e oYy %eg_28_7Y
JG=5) = TR BT (12)
3" 2(8-v)) or? B-1)y '

4B B
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Dari (12), diperoleh syarat kestabilan dari syarat nilai trace negatif yaitu (1 + 38)? < 24 dan
diperoleh bahwa nilai det(J) bernilai nol. Berdasarkan Ryu et al. [21], titik kesetimbangan E
bersifat degenerate yaitu situasi ketika kestabilan sistem tidak dapat ditentukan dengan analisis
kestabilan biasa dikarenakan terdapat karakteristik spesial. Hal tersebut dikarenakan titik

kesetimbangan E; memiliki nilai v yang bergantung pada parameter § dan y, serta salah satu nilai

eigennya bernilai nol. Jika diasumsikan >y dan a = %};w, maka E5 bersifat degenerate.

Selain itu, jikay < %atau% <ydanpB #y+ 3;—_2, maka E5 merupakan saddle-node. Namun, jika
é >ydan =y + 3yy—_2, maka E; merupakan cusp.

Mengevaluasi (9) di E4(u4,v;) dan E5(u,, v,) diperoleh

T av? _auw;(uvi+2)
](u v') — 1 Zul (uivi+1)2 (uivi+1)2 (13)
v Bvi Buwi+uw)
(uivi+1)2 (uivi+1)2

dengan i =1,2. Ryu et al. [21] telah menyelidiki tentang kestabilan titik kesetimbangan
E,(uq,v,) dan E5(u,, v5) dengan hasil sebagai berikut

i.  Jika diasumsikan y < 8 < B;, maka E,(u;,v;) bersifat unstable node jika a < a,,

unstable focus jika a; < a < a,, weak focus atau center jika @ = a,, stable focus jika

a; < a < az, dan stable node jika az < a < ay,
ii.  Jika diasumsikany < %dan P11 <P ataug <ydan B < f < Bpt, maka E,(uq, vp) bersifat

unstable focus jika a < a,, weak focus atau center jika @ = a,, stable focus jikaa, < a <

a3, dan stable node jika a3 < a < ay,

iii.  Jika diasumsikany > %dan B = Bpe, maka E,(uq, v1) bersifat unstable focus jika @ < ap;,

iv.  Jika diasumsikan y >§ dan S, < f atau 8 <y dan By < f < f,, maka E,(uq,vq)

bersifat unstable focus jika a < az dan unstable node jika a; < a < ay,
v.  Jika diasumsikan 8 < y dan 8 > f3,, maka E,(u,, v;) bersifat unstable node jika a < ay;,

dengan
ay(B,y) = BEL 97(1 — ¢ hanya jika ¢ > O,
@ (8y) = FEL 92 (1 - ) hanya jika b <2,
as(By) = B 92 (1~ ¢,) hanya jika ¢, > 0,

y .. 2
Bvoe =V + 2 hanya jika y > >
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y+ljikay=8
B (y) = v+ 3Y—W

jikay # 8
B.y) =y +——— v VSY(H hanya jikay > 8,
Sm(B,Y) = —V(”ﬁ‘”
m ’ - .

B+y

¢; dan ¢, dengan ¢; < ¢, merupakan akar dari ¢p(u,) = (ﬂﬂ) (u? + 2A(B,v)us + B(B,7y)),

6By (B-v) (1+8-v) 1+p-y)?  8By(B-v) ..
dengan A(B,y) = f;ﬁ)zy -t ﬁfyy dan B(B,y) =y(ﬁfy)]z/ — f;+i);/.$elaln itu, Es(uy, v5)

merupakan saddle point.
1.2. Kestabilan sistem dengan reaksi difusi-adveksi
Telah diperoleh bahwa titik kesetimbangan yang memungkinkan stabil hanya E, and E,,

akan diteliti kestabilan titik kesetimbangan tersebut dengan reaksi difusi-adveksi. Digunakan

2
" iy
transformasi u(x, t) = w(x, t)e <2d1x 1 dan v(x,t) = z(x, t)e 2a" 4tz V)" ) ye (3)-
(6), sehingga diperoleh

2
2 2( 22 i (22 4y )
(—x+<—+1> ) awzle (Zdz <4dz >>
w, = dyw,, — w?e \*1 \M - :VZ — . (14)
((Zdl Zdzz> (4d1+1+ dzz+y>>
wze +1
az az
ﬁWZZC (Zdll Zdzz) (4—(111 1=4dzziy)t
Z; =dyz, + o o2 P (15)
wze (Zdl Zdz) (4d1 1+E+y>t+1
Untuk menyelidiki pengaruh reaksi difusi-adveksi, digunakan perturbasi kecil berikut
w(x, t) = wg +a(x,t) dan z(x, t) = z; + b(x, t) (16)

dengan a(x,t) dan b(x,t) sangat kecil. Liinearisasi di sekitar (wyg, Z;) dan subtitusi ug dan vy
diperoleh

a  ay of a3 a (o]
(2d1 2d2)"+ Fd; Vad, )t N 2 zaxt 4d1+1
ugvse

av? augvg(2e
@ = dy Qe + <_2u5 B ((usvsi1)2)> a={ == (usvs+1)2 b.(17)

a1, a2 “% % a , a2 ‘1% ‘1%
) (~adpradsh- (W 1) <4dz+") (~zdi+ads ) (4a1 1)‘(@”))‘
b, = d,b,, + Bvse a+ Bugvg(2-ugvge )

(usvg+1)2 (usvs+1)2

a,(0,t) =a,(f,t)=0,b,(0,t) = b, (£, t) =0,t >0, (19)
a(x,0) = ug(x) + u,, b(x,0) = vo(x) + v5, x € Q. (20)
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Syarat batas Neumann menyatakan bahwa turunan parsial fungsi pada batas domain adalah nol.
Pada konteks pemangsa-mangsa, pada kondisi Neumann perturbasi kecil (16) dapat diuraikan

sebagai deret Fourier

a(x,t) = Xez & (£) cos kx, (21)
b(x,t) = Yyez 0 (t) cos kx. (22)
Dengan menyubtitusikan (21)-(22) ke (16)-(19) dan misalkan y, = e®2=00x=0=n)t ", —
2
e(01702)x-(m=m2t g, = ﬁ}, q2 = (%thi%’ dan q3 = wgZzspy U, diperoleh
Ek(t)> <€k(t))
. = , 23
<6k(t) Je\ 5,0 23)
dengan
—d. k2 _ a4 —
= < dik® + 2wspy - aqiz(qs + 2) ) (24)
Bait —dak? + a2 (2 — q3)

Seperti yang sudah dijelaskan sebelumnya, nilai trace negatife dan determinan positif menjamin
bagian real dari nilai eigen bernilai negatig. Dari (24), diperoleh bahwa
tr(Ji) = —(dy + dx)k? + 2wguy — aqqpi; + Ba2qaits, (25)
det(Jy) = dydyk* + (=2d,weity + adyqip, — Bd1q2qain)k* + 2wsq2q407, (26)

dengan q, = 2 — q3. Subtitusi nilaiw = ul and z = ul ke trace (27) dan determinan (28) sehingga
1 2

diperoleh
tr(Ji) = —(dy + d)k? + 2us — aqs + fqaqs. (27)
det(Ji) = did k* + (=2dyus + adyqs — fd1qaqe)k® + 2qaqsus.  (28)
Teorema 3. Jika d, dan d, merupakan koefisien difusi yang konstan, a, dan a,merupakan

koefisien adveksi yang konstan, maka sistem (17)-(20) memiliki titik kesetimbangan (1,0) yang

stabil jika k?* >

di+dy’
Bukti. Mengevaluasi (27)-(28) di (ug, vs) = (1,0) sehinngga diperoleh kondisi (d; + d,)k? —
2>0 dan dyk? (-2 + d;k?») > 0. Kondisi (d; + d;)k? —2 >0 dapat disederhanakan

2_ Oleh karena itu, titik kesetimbangan (1,0) bersifat stabil jika k? > .
d1+d2 d1+d2

menjadi k? >
Teorema 4. Jika d, dan d, merupakan koefisien difusi yang konstan, a, dan a,merupakan
koefisien adveksi yang konstan, maka sistem (17)-(20) memiliki titik kesetimbangan E,(uq,v;)

yang Stabll ]lka ,qulq6 + 2u1 < (dl + dz)kz + aqgs dan d1d2k4 + (—2d2u1 + adzqs -

vi

(ugv+1)%

Bukti. Mengevaluasi (27)-(28) di (u4, v;) sehingga diperoleh

u v (2+uqvy)
(ugv+1)2 -

Bd1qsqe)k* + quiqaqe > 0, dengan qq = 2 — uyvy, qs = dan q¢ =
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Bqaqs + 2u; < (d; + dy)k* + aqs, (29)
didyk* + (=2dyuy + adyqs — Bd1qaqe)k® + quiqaqe > 0. (30)
Oleh karena itu, titik kesetimbangan E,(uq,v;) bersifat stabil jika 9y% >y + B(3 + 6y) dan
24d,d,y(—4B% + 58y +v2) + (3d1(28 — 3y)y + d,(38 +7))" < 0, dengan g, =2—

vi U 01 (2+uqvq)

UiV, s = [ dan q¢ = (Lo 412
1.3. Analisis Bifurkasi

Sistem tidak stabil ketika tr(J;) = 0 atau det(J,) < 0 untuk beberapa nilai k. Ketakstabilan
Turing terjadi ketika dua kondisi: (i) Titik kesetimbangan stabil tanpa reaksi difusi-adveksi; (ii)
Adanya reaksi difusi-adveksi mengganggu kestabilan sistem (det(/,) < 0 untuk beberapa nilai k).
Bifurkasi Hopf terjadi ketika tr(J;) = 0 dan det(J,) > 0 untuk beberapa nilai k. Kondisi kritis
ketakstabilan Turing adalah det(Ji) = 0 untuk beberapa nilai k. Analisis bifurkasi hanya
dilakukan pada titik kesetimbangan nontrivial dan stabil tanpa adanya reaksi difusi-adveksi yaitu
titik kesetimbangan E, (u4, v;). Jika diberikan nilai determinan sebagai berikut

det(Jr) = det(Dg)k* — kgk? + det(Jr), (31)

dengan

_(d1 O _(Q11 Qg _
Dr = (O dz)’]R - (a21 azz)’ Kp = d10z; + dayy,

Maka nilai det(Jz) mencapai minimum ketika

2 _ _ kR
Kinin = 2det(Dg)’ (32)
Mengevaluasi det(Jz) = 0 di k2,;,, sehingga
2
detUp)l,z =~ de’fcl(?DR) + det(Jg) = 0. (33)

Dari kondisi kritis ketakstabilan Turing tersebut, diperoleh

6 = o (34)
Pada sistem pemangsa-mangsa tanpa adanya reaksi difusi-adveksi, diperoleh nilai matriks J;
dengan nilai trace dan determinan sebagai berikut.
tr(Jy) = tr(Jpa) — tr(D)k?, (35)
det(J,) = det(D)k* — (Bd,qs + d;(2us — ags))k? + det(Jp ). (36)
Analisis bifurkasi dilakukan pada titik kesetimbangan E, (u4, v;).
Ketakstabilan Turing
Kondisi kritis ketakstabilan Turing adalah ketika det(J,,) = 0 untuk beberapa nilai k. Subtitusi
nilai k% ke det(J,) < 0 sehingga diperoleh
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det(Ji)l,z = k? > 4det(J)det(D), (37)

dengan kpy = Bdi1qs + d,(2us — aqs).
Teorema 5. Pada titik kesetimbangan E,(uq,v;) sistem (3)-(6), terdapat ketakstabilan Turing
apabila dipenuhi

a) Y<PBL<Piifa<a<azoraz<a<ay, orysgandﬁlsﬁor§<yandﬁls

B<Pprifa,<a<azoraz <a<ay,

b) t,(—2usty + avy(uy + 1)) + uy(2d,ty — ad,v, + Bdivy)? >0,

¢) Kpsg >0,
dengan kp, = Bdiqs + d,(2ugs — aqs) dan t, = 4Bd,d,v;.
Bukti. Ketidakstabilan Turing terjadi ketika terdapat nilai parameter yang membuat sistem yang
awalnya stabil menjadi tidak stabil untuk beberapa nilai k. Berdasarkan penjelasan pada bagian
analisis kestabilan titik setimbang tanpa reaksi difusi-adveksi, telah diperoleh bahwa sistem (3)-
(6) stabil di E4(u,, v1) jika dipenuhi kondisi berikut.

(1) Jika diasumsikan y < f < f;, maka E,(uq, v;) bersifat stable focus jika a, < a < as

atau a3 < a < apy,
(i) Jika diasumsikan y < % dan B; < [ atau 2 <y dan B; < B < Bps, maka E,(uq,v1)
bersifat stable focus jika a, < a < a3 dan stable node jika a; < a < ay;.
Mengevaluasi (37) di E,(u4, ;) sehingga diperoleh
t,(—2u t; + avy(ug + v1)) +uy (2d,t; — ad,vy + fdyv1)? > 0,

dengan t; = (1 + uyv,)? dan t, = 4d,d,v,. Nilai kp, harus positif untuk mengganggu kondisi
stabilitas det(J,) > 0 karena det(J) positif sebagai salah satu syarat bifurkasi Turing. Oleh karena
itu, sistem mengalami ketidakstabilan Turing pada titik kesetimbangan E,(u,, v;) jika dipenuhi
kondisi (i) atau (i), kp,4, dan kondisi (37).
Bifurkasi Hopf
Bifurkasi Hopf memiliki kondisi kritis tr(J,) = 0 dan det(J,) > 0 untuk beberapa nilai k.
Subtitusi nilai k% ke tr(J,) = 0 memberikan kondisi

det(D)(tr()))

det(J) = (tr(D))Z (38)
Sistem tidak stabil jika nilai tr(J,,) = 0, sechingga diperoleh
2
det()) < det@=D) (39)

(tr(D))?
Teorema 6. Pada titik kesetimbangan E,(uq,v,) sistem (3)-(6), terdapat bifurkasi Hopf jika
dipenuhi
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Buivihg d1d2u§(2+v1( tq +ﬁ)) 40
t2 (d1+d3)? ’ (40)
dengan tl = (1 + ulvl)z dan hl = (2u1 - avl(ul + 7.71)).
Bukti. Mengevaluasi (40) di E4(u4, v;) sehingga
v1(—a+p) 2
Buyvihy < d1dzu§(2+—1 2 ) (41)

t2 (d1+d3)? ’
dengan t; = (1 + uyv,)? dan hy = (2u; — avy(u; + v;)). Oleh karena itu, diperoleh bahwa
bifurkasi Hopf terjadi pada titik kesetimbangan E,(u4, v;) ketika kondisi (41) dipenuhi.
Pemilihan nilai parameter
Jikap = 0.3,y = 0.1, dan d; = 0.5 dipilih, maka titik kesetimbangan E, (u4, v; ) bergantung pada
parameter a. Dengan menggunakan nilai parameter yang telah ditentukan, maka diperoleh hasil

daerah bifurkasi seperti pada Gambar 1.

'Sy 5

dy dy n: Si |

h x 7 a N N - (07
(a) (b)
Gambar 1. Diagram bifurkasi (§ = 0.3,y = 0.1, dan d; = 0.5).

Daerah S; merupakan daerah tanpa bifurkasi, sedangkan daerah S, merupakan daerah bifurkasi.
Jika p = 0.3, y = 0.1, dan d; = 0.5 dipilih, ada nilai positif dari parameter d, dan a yang
memenuhi kondisi bifurkasi Turing dan Hopf. Jika dipilih @ = 0.1, maka diperoleh titik
kesetimbangan E,(uq,v;) = (0.13914, 3.5935). Jadi, terdapat bifurkasi Turing-Hopf jika nilai
parameter tersebut dipilih. Untuk simulasi sistem, dipilih bobot gangguan kecil a(x, t) dan b(x, t),
yaitu € = § = 0.1. Hasil simulasi ditunjukkan pada Gambar 2.
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Dinamika Populasi Dinamika Populasi
Mangsa Pemangsa

40
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(©) (3)
Gambar 2. (a) Dinamika Populasi Mangsa, (b) Dinamika Populasi Pemangsa, (c) Mean
Populasi Mangsa dan Pemangsa. (d) Persebaran Populasi Pemangsa dan Mangsa pada waktu t =
200. Pada Dinamika tersebut, terlihat bahwa terjadi tidak seimbangnya populasi secara spasial.

Pada Gambar 2, dapat dilihat bahwa terdapat dinamika yang berfluktuasi seiring berjalannya
waktu t. Pada akhir waktu simulasi ¢t = 200, ditemukan bahwa terdapat perbedaan populasi

mangsa dan pemangsa di sepanjang domain posisi x.

4  Simpulan
Dalam penelitian ini, diperoleh kesimpulan sebagai berikut.

1. Terdapat titik kesetimbangan kepunahan mangsa-pemangsa, kepunahan pemangsa, dan titik
kesetimbangan yang memungkinkan pemangsa dan mangsa untuk tetap lestari.

2. Pada sistem pemangsa-mangsa tanpa difusi-adveksi, titik kesetimbangan E; tidak stabil, E,
stabil, E5 degenerate, E, memiliki tipe kestabilan yang bergantung pada parameter o, 3, dan
y. Serta Es merupakan saddle point.

3. Pada sistem mangsa-pemangsa dengan reaksi difusi-adveksi, titik kesetimbangan E, menjadi
stabil pada kondisi tertentu. Sedangkan titik kesetimbangan E, memiliki syarat kestabilan

yang lebih kompleks jika dibandingkan dengan sistem tanpa difusi-adveksi.
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Pada sistem mangsa-pemangsa dengan reaksi difusi-adveksi, ketakstabilan Turing dan
bifurkasi Hopf terjadi untuk nilai parameter tertentu.

Jika dipilih nilai parameter § = 0,3, y = 0,1, d; = 0,5, dan a = 0,1, maka diperoleh titik
kesetimbangan E,(uy,v;) = (0,13914, 3,5935) di mana terjadi bifurkasi Turing-Hopf.
Pada penelitian ini, digunakan asumsi parameter bernilai konstan dan pada domain 2 dimensi.
Untuk penelitian selanjutnya dapat dilakukan pengembangan terkait nilai parameter bernilai
fungsi dan menggunakan skema pemangsa-mangsa yang lebih kompleks dengan

memperhatikan lebih banyak pengaruh lingkungan.
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