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Abstrak 

Misalkan 𝐺 adalah suatu graf dan 𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑘} adalah subhimpunan terurut dari himpunan 

titik graf 𝐺. Representasi suatu titik 𝑥 di 𝐺 terhadap 𝐵 didefinisikan sebagai 𝑟(𝑥|𝐵):=
(𝑑(𝑥, 𝑏1), 𝑑(𝑥, 𝑏2),… , 𝑑(𝑥, 𝑏𝑘)), dengan 𝑑(𝑥, 𝑏𝑖) adalah jarak titik 𝑢 dan 𝑏𝑖, untuk semua 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. 

Himpunan 𝐵 disebut himpunan pembeda 𝐺 apabila representasi setiap titik di 𝐺 berbeda. Suatu himpunan 

pembeda dengan kardinalitas terkecil disebut basis 𝐺. Kardinalitas basis 𝐺 adalah dimensi metrik graf 

𝐺. Suatu titik 𝑥 di 𝐺 dikatakan titik terisolasi jika tidak ada sisi yang terkait pada 𝑥. Himpunan pembeda 𝐵 

disebut sebagai himpunan pembeda tanpa titik terisolasi, disingkat himpunan-pti, apabila subgraf yang 

diinduksi oleh 𝐵 tidak memiliki titik terisolasi. Suatu himpunan-pti dengan kardinalitas terkecil dinamakan 

basis-pti 𝐺 dan banyak anggotanya disebut bilangan pembeda tanpa titik terisolasi dari 𝐺 atau bilangan-

pti 𝐺, dinotasikan 𝑛𝑟(𝐺). 
Dalam makalah ini, dibahas bilangan-𝑝𝑡𝑖 suatu graf yang diperoleh dari hasil operasi korona antara 

dua graf. Graf 𝐺 korona graf 𝐻, dinotasikan dengan 𝐺 ⊙𝐻, adalah suatu graf yang diperoleh dengan 

mengambil sebuah salinan 𝐺 dan salinan 𝐻 sebanyak titik graf 𝐺, kemudian menghubungkan setiap titik 

dari salinan ke-𝑘 graf 𝐻 dan sebuah titik ke-𝑘 di 𝐺. Hasil penelitian menunjukkan bahwa jika 𝐺 adalah graf 

roda atau graf kipas, maka bilangan-𝑝𝑡𝑖 dari graf hasil operasi korona 𝐺 ⊙𝐾1 bergantung pada banyaknya 

titik pada graf tersebut. 

Kata Kunci: Himpunan pembeda, himpunan pembeda tanpa titik terisolasi, bilangan pembeda 

tanpa titik terisolasi, graf operasi korona, dimensi metrik 
 

 

Abstract 

Let G be a graph and 𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑘} be an ordered subset of the vertex set og graph G. The 

representation of a vertex 𝑥 in 𝐺 with respect to 𝐵 is defined as 𝑟(𝑥|𝐵):= (𝑑(𝑥, 𝑏1), 𝑑(𝑥, 𝑏2),… , 𝑑(𝑥, 𝑏𝑘)), 

where 𝑑(𝑥, 𝑏𝑖) is the distance between vertex 𝑥 and 𝑏𝑖 for all $1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. The set 𝐵 is called a resolving 

set of 𝐺 if the representation of every vertex in 𝐺 is distinct. A resolving set with the minimum cardinality 

is called a basis of 𝐺 and the cardinality of a basis of 𝐺 is the metric dimension of the graph 𝐺. A vertex 

𝑥 in 𝐺 is called an isolated vertex if there are no edges incident to 𝑥. A resolving set 𝐵 is called a non-

isolated resolving set if the subgraph induced by 𝐵 does not contain isolated vertices. A non-isolated 

resolving set with the minimum cardinality is called an 𝑛𝑟-basis of 𝐺, and the number of its members is 

called the non-isolated resolving number of 𝐺, nonated by 𝑛𝑟(𝐺). 
In this paper, we discuss non-isolated resolving numbers of a graph obtained from the corona product 

of two graphs. The corona product of graph 𝐺 and graph 𝐻, denoted by 𝐺 ⊙𝐻, is a graph obtained by 

taking one copy of 𝐺 and as many copies of 𝐻 as there are vertices in 𝐺, then connecting every vertex from 

the 𝑘-th copy of 𝐻 to the 𝑘-th vertex in 𝐺. The results show that if 𝐺 is a wheel graph or a fan graph, then 
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the non-isolated resolving number of the corona product 𝐺 ⊙𝐾1 depends on the number of vertices in the 

graph. 

Keywords: Resolving set, non-isolated resolving set, non-isolated resolving number, corona graph, metric 

dimension  

 

1 Pendahuluan  

Semua graf yang dibahas dalam makalah ini merupakan graf yang terhubung, berhingga, dan 

sederhana. Konsep mengenai himpunan pembeda dalam graf pertama kali diperkenalkan secara 

terpisah oleh Slater, serta Harary dan Melter, walaupun mereka menggunakan istilah yang 

berbeda. Slater menyebut konsep ini sebagai himpunan lokasi [1], sedangkan Harary dan Melter 

menamainya sebagai himpunan pembeda [2]. Himpunan pembeda yang memiliki banyak anggota 

paling sedikit disebut himpunan pembeda minimum. Slater menyebut himpunan pembeda 

minimum sebagai bilangan lokasi, selanjutnya Harary dan Melter menyebutnya sebagai dimensi 

metrik. Penelitian ini menggunakan istilah yang diperkenalkan oleh Harary dan Melter pada tahun 

1976. 

Dimensi metrik dapat diterapkan untuk menyelesaikan permasalahan di berbagai bidang, 

termasuk navigasi robot pada jaringan [3], identifikasi senyawa kimia [4], optimasi kombinatorik 

[5], dan optimalisasi penempatan sensor deteksi ancaman [6]. Beberapa hasil terkait dimensi 

metrik telah diperoleh. Chartrand dkk. memberikan batas bawah dan batas atas untuk dimensi 

metrik dari suatu graf berdasarkan orde dan diameternya [4]. Selain itu, mereka juga 

mengkarakterisasi semua graf terhubung 𝐺 dengan 𝑛 titik yang memiliki dimensi 1, yaitu graf 

lintasan. Mereka juga mengkarakterisasi seluruh graf 𝐺 dengan 𝑛 titik yang memiliki dimensi 𝑛 −

1 atau 𝑛 − 2. Misalkan 𝐺 adalah graf terhubung dengan orde 𝑛 ≥ 2, dim(𝐺) = 𝑛 − 1 jika dan 

hanya jika 𝐺 adalah graf lengkap. Selanjutnya, misalkan 𝐺 adalah graf terhubung dengan orde 𝑛 ≥

4, dim(𝐺) = 𝑛 − 2  jika dan hanya jika 𝐺 adalah salah satu dari graf 𝐾𝑟,𝑠 dengan 𝑟, 𝑠 ≥ 1, atau 

𝐺 = Kr + 𝐾𝑠̅̅ ̅  dengan 𝑟, 𝑠 ≥ 1, atau 𝐺 = Kr + 𝐾𝑠̅̅ ̅ dengan  𝑟 ≥ 1 dan 𝑠 ≥ 2, atau 𝐺 = Kr + (𝐾1 ∪

𝐾𝑠) dengan 𝑟, 𝑠 ≥ 1. Dalam makalah yang berbeda, Bač𝑎 dkk. menunjukkan dimensi metrik untuk 

graf bipartit regular-(𝑛 − 1), untuk 𝑛 ≥ 3. Selain itu, mereka juga menentukan dimensi metrik 

dari graf 𝐾𝑚,𝑚 − 𝐸(𝐶2𝑚) [7]. 

Konsep bilangan-pti di perkenalkan oleh Chitra dan Arumugam [8]. Hasil-hasil mengenai 

himpunan pembeda tanpa titik terisolasi untuk graf-graf khusus mencakup graf double broom [9], 

graf splitting [10], graf stack of books, graf prism, dan graf shack [11], serta graf cycle books [12]. 

Sementara itu, beberapa peneliti sebelumnya telah mempelajari himpunan pembeda tanpa titik 

terisolasi dari graf operasi. Hasibuan dkk. menentukan himpunan pembeda tanpa titik terisolasi 

dari graf operasi Kartesius 𝐺 tertentu dengan 𝐺 adalah graf lintasan [13], dan graf lengkap [14]. 
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Chitra dan Arumugam (2015) telah menentukan bilangan-pti dari operasi korona antara graf 

terhubung 𝐺 dengan graf  𝐾2̅̅ ̅  untuk setiap graf 𝐺. Selanjutnya, Alfarisi dkk. memberikan bilangan-

pti dari operasi korona antara graf terhubung 𝐺 dengan graf 𝑚𝐾1 dimana 𝑚 ≥ 2 dan 𝐺 adalah graf 

lengkap, graf lintasan, atau graf siklus [15]. Dalam makalah yang berbeda, Alfarisi dkk. [16] 

memberikan bilangan-pti dari operasi korona antara graf terhubung 𝐻 dengan graf 𝐾1, dimana 𝐻 

adalah graf lengkap, graf lintasan, graf siklus, atau graf bintang. 

Oleh karena itu, dalam makalah ini, akan melanjutkan studi mengenai bilangan-pti dari 

operasi korona antara graf terhubung 𝐻 dengan graf 𝐾1, di mana 𝐻 adalah graf roda dan graf kipas. 

 

2 Metode Penelitian 

 Pertama yang dilakukan pada penelitian ini yakni melakukan tinjauan pustaka yang 

berkaitan dengan materi himpunan pembeda dan bilangan-pti. Langkah ini krusial untuk 

memvalidasi posisi penelitian di antara temuan-temuan sebelumnya sehingga orisinalitas masalah 

yang diangkat tetap terjaga.  

Objek kajian utama adalah penentuan bilangan-pti dari operasi korona dari graf roda atau graf 

kipas dengan graf 𝑲𝟏. Pembuktiannya dibagi menjadi dua kasus: 

2.1 Penentuan batas bawah 

Batas bawah untuk bilangan-pti ditentukan menggunakan pendekatan metode 

kontradiksi dengan memanfaatkan sifat-sifat khas dari graf roda, graf kipas, dan sifat-sifat 

dari graf operasi korona.  

2.2 Menentukan batas atas 

Penetapan batas atas dilakukan melalui konstruksi langsung. Langkah-langkahnya meliputi. 

i. Mendefinisikan himpunan titik dan sisi dari graf kipas korona dengan suatu titik, begitu 

pula halnya untuk graf roda korona dengan suatu titik.  

ii. Mengkonstruksi calon himpunan-pti dengan jumlah anggota yang diupayakan identik 

dengan nilai batas bawah. 

iii. Melakukan validasi melalui pemetaan representasi jarak untuk memastikan setiap titik 

dalam graf memiliki kode posisi yang unik. 

 

3 Hasil dan Pembahasan 

Penelitian akan menentukan bilangan-pti graf  𝐺 ⊙𝐾1 dengan 𝐺 adalah graf roda 𝑊𝑛 dan 

graf kipas 𝐹𝑛. Graf roda dengan 𝑛 + 1 titik adalah graf yang didapat dari graf siklus 𝐶𝑛 dengan 

menambahkan satu titik disebut titik pusat, sehingga titik tersebut bertetangga dengan semua titik 
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di 𝐶𝑛 yang disimbolkan dengan 𝑊𝑛 = 𝐶𝑛 + 𝐾1. Graf kipas dengan 𝑛 + 1 titik adalah graf yang 

diperoleh dari graf lintasan 𝑃𝑛 dengan menambahkan satu titik, sehingga titik tersebut bertetangga 

dengan semua titik di 𝑃𝑛 yang disimbolkan dengan 𝐹𝑛 = 𝑃𝑛 + 𝐾1.  Perlu diingat kembali bahwa 

graf operasi tambah dari 𝐻1 dan 𝐻2, dinotasikan 𝐻1 + 𝐻2, adalah graf dengan himpunan titik 

𝑉(𝐻1 + 𝐻2) = 𝑉(𝐻1) ∪ 𝑉(𝐻2) dan himpunan sisi 𝐸(𝐻1 + 𝐻2) = 𝐸(𝐻1) ∪ 𝐸(𝐻2) ∪ {𝑢𝑣|𝑢 ∈

𝑉(𝐻1), 𝑣 ∈ 𝑉(𝐻2)}. 

Pada tahun 2013, Saputro dkk. telah membuktikan bahwa jika 𝐺 adalah graf terhubung, 

maka terdapat basis S dari 𝐾1 + 𝐺 sehingga 𝑆 berasal dari titik 𝐺. 

Lema 1. [17]  

Misalkan 𝐺 adalah graf terhubung, maka terdapat basis S dari 𝐾1 + 𝐺 sehingga 𝑆 ⊆ 𝑉(𝐺). 

Pada makalah yang berbeda, Abidin W dkk. telah membuktikan bahwa jika 𝐺 adalah graf 

lintasan atau graf siklus berlaku setiap basis dari 𝐾1 + 𝐺 memuat titik terisolasi.  

Lema 2. [18]  

Untuk 𝑛 ≥ 7, misalkan 𝐺 adalah graf lintasan atau graf siklus berlaku setiap basis dari 𝐾1 +

𝐺 memuat titik terisolasi. 

Selain itu, Abidin W. membuktikan bahwa jika 𝐻 adalah graf terhubung, maka terdapat suatu 

himpunan-𝑛𝑟 𝑊 dari 𝐻⊙𝐾1 sehingga 𝑊 berasal dari 𝑉(𝐻). 

Lema 3. [19] 

Misalkan 𝐻 adalah graf terhubung berorde 𝑛 ≥ 2. Terdapat suatu himpunan-𝑛𝑟 𝑊 dari 𝐻⊙

𝐾1 sehingga 𝑊 ⊆ 𝑉(𝐻). 

Misalkan graf 𝐻⊙𝐾1 dengan 𝐻 adalah graf roda 𝐶𝑛 + 𝐾1 atau graf kipas 𝑃𝑛 + 𝐾1. 

Berdasarkan Lema 3, jika 𝐻 adalah graf terhubung, maka terdapat suatu himpunan-𝑛𝑟 𝑊 dari 𝐻⊙

𝐾1 sehingga 𝑊 berasal dari 𝑉(𝐻). Sedangkan, berdasarkan Lema 1 bahwa terdapat basis 𝑆 dari 

𝐺 + 𝐾1 sehingga S berasal dari 𝑉(𝐺). Dalam hal ini, 𝐺 adalah graf lintasan atau graf siklus. Oleh 

karena itu, akan ditentukan terlebih dahulu basis dari graf 𝐺. Untuk menentukan basis dari graf 𝐺 

digunakan teknik gap diantara dua titik. Misalkan 𝑅 subset dari 𝑉(𝐺). Misalkan 𝑢 dan 𝑣 dua titik 

berbeda di 𝑅. Suatu gap dari 𝑅 antara 𝑢 dan 𝑣 didefinisikan 𝑉(𝑃(𝑢, 𝑣)) − {𝑢, 𝑣} dengan 𝑃(𝑢, 𝑣) 

adalah suatu lintasan 𝑢 − 𝑣 di 𝐶𝑛 atau 𝑃𝑛 yang semua sisinya tidak di 𝑅. Titik-titik 𝑢 dan 𝑣 disebut 

titik ujung dari suatu gap antara 𝑢 dan 𝑣. Jika dua gap yang berbeda di 𝑅 mempunyai suatu titik 

ujung yang sama, maka kedua gap tersebut disebut tetangga gap. Untuk kasus siklus, jika |𝑅| = 𝑟 

maka 𝑅 mempunyai 𝑟 gap dengan beberapa gap mungkin kosong. Untuk kasus lintasan, jika |𝑅| =

𝑟 − 1 maka 𝑅 mempunyai 𝑟 − 1 gap dengan beberapa gap mungkin kosong. 
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Pada Teorema 6 dan Teorema 7 berikut, akan ditunjukkan bilangan-pti dari 𝐻⊙𝐾1, dimana 

𝐻 adalah graf roda 𝑊𝑛 dan graf kipas 𝐹𝑛. Misalkan 𝐻 = 𝐺 + 𝐾1.  Misalkan 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛}, 

maka 𝑉(𝐻) = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} ∪ {𝑣0} dimana 𝑣0 ∈ 𝑉(𝐾1). Misalkan 𝑢𝑖 adalah titik ujung 𝑣𝑖 di 𝐻⊙

𝐾1 untuk 𝑖 ∈ [0, 𝑛].  Berdasarkan Lema 1, misalkan 𝐺 adalah graf terhubung, maka terdapat basis 

S dari 𝐺 + 𝐾1 sehingga 𝑆 ⊆ 𝑉(𝐺).  

Misalkan 𝑆 adalah basis di 𝐺 + 𝐾1 dimana 𝐺 adalah graf siklus atau graf lintasan. Tanpa 

mengurangi keumuman, misalkan 𝑣1 ∈ 𝑆. Terdapat dua observasi berikut ini.  

Observasi 4.  

Setiap gap di 𝑆 memuat paling banyak dua titik. 

Bukti. Andaikan terdapat gap yang memuat tiga titik 𝑣𝑙 , 𝑣{𝑙+1}, 𝑣{𝑙+2} dengan 𝑙 ∈ [2, 𝑛 − 2] di 𝐺. 

Akibatnya, 𝑟(𝑣0|𝑆) = (2,2, … ,2) = 𝑟(𝑣{𝑙+1}|𝑆), kontradiksi. Oleh karena itu, setiap gap di 𝑆 

memuat paling banyak dua titik.  

Observasi 5. 

Jika sebuah gap di 𝑆 memuat dua titik maka tetangga gap memuat paling banyak satu titik.  

Bukti. Andaikan terdapat dua gap yang berbeda dan {𝑣𝑙, 𝑣{𝑙+1}, 𝑣{𝑙+2}, 𝑣{𝑙+3}, 𝑣{𝑙+4}}  untuk suatu 

𝑙 ∈ [2, 𝑛 − 4]  dengan  𝑣{𝑙+2} ∈ 𝑆. Akibatnya, 𝑟(𝑣{𝑙+1}|𝑆) = 𝑟(𝑣{𝑙+3}|𝑆). Oleh karena itu, jika 

sebuah gap di 𝑆 memuat dua titik maka tetangga gap memuat paling banyak satu titik.  

 Selanjutnya, misalkan 𝑆 sebarang titik (basis atau bukan) di 𝑆 yang memenuhi Observasi 

4 dan Observasi 5. Misalkan 𝑣 sebarang titik di 𝑉(𝐺) − 𝑆. Perhatikan dua kemungkinan berikut. 

1. 𝑣 termasuk gap berukuran 1 di 𝑆. Misalkan 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑗  merupakan titik ujung dari suatu gap 

yang memuat 𝑣. Sehingga titik 𝑣 bertetangga dengan 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑗  serta mempunyai jarak dua 

dari semua titik lain di 𝑆.  Karena 𝑛 ≥ 8, tidak ada titik lain yang mempunyai sifat ini. 

Akibatnya, 𝑟(𝑢|𝑆) ≠ 𝑟(𝑣|𝑆) untuk 𝑢 ≠ 𝑣. 

2. 𝑣 termasuk gap berukuran 2 di 𝑆.  

Misalkan 𝑣𝑖 dan 𝑣{𝑖+3} titik ujung dari suatu gap yang memuat 𝑣. Tanpa mengurangi 

keumuman, misalkan 𝑣 = 𝑣{𝑖+1}.  Akibatnya, 𝑑(𝑣, 𝑣𝑖) = 1 dan 𝑑(𝑣, 𝑣𝑖+3) = 2. Jika terdapat 

𝑢 ∈ 𝑉(𝐺′) − 𝑆 dengan 𝑢 ≠ 𝑣 dan 𝑑(𝑢, 𝑣𝑖) = 1 dan 𝑑(𝑣, 𝑣𝑖+3) = 2, maka terdapat 𝑤 ∈ 𝑊 −

{𝑣𝑖} sehingga 𝑑(𝑢,𝑤) = 1 dan 𝑑(𝑣,𝑤) = 2.  

Alfarisi dkk. [16] sudah membuktikan bilangan-pti dari graf 𝑊𝑛⊙𝐾1. Mereka 

mendapatkan hasil sebagai berikut. Untuk 𝑛 ≥ 3,  diperoleh 𝑛𝑟(𝑊𝑛⊙𝐾1) =
𝑛−1

2
+ 1 dengan 𝑛 

ganjil, dan 𝑛𝑟(𝑊𝑛⊙𝐾1) =
𝑛

2
+ 1 dengan 𝑛 genap. Akan tetapi untuk 𝑛 ≥ 8, mereka memperoleh 

hasil yang cukup besar. Pada Teorema 6 diberikan hasil perbaikan untuk 𝑛𝑟(𝑊𝑛⊙𝐾1) untuk 𝑛 ≥
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8. Dapat diperhatikan bahwa hasil perbaikan yang didapat memiliki nilai yang lebih kecil 

dibandingkan nilai 𝑛𝑟(𝑊𝑛⊙𝐾1) yang didapatkan oleh Alfarisi dkk. pada tahun 2019.  

Teorema 6. 

Misalkan 𝑛 adalah bilangan bulat positif. Misalkan 𝑊𝑛 adalah graf roda berorde 𝑛 ≥ 8 maka  

𝑛𝑟(𝑊𝑛⊙𝐾1)  =

{
 
 

 
 ⌈

2𝑛 + 2

5
⌉ + 1, jika 𝑛 = 1 atau 3 (𝑚𝑜𝑑 5),

⌊
2𝑛 + 2

5
⌋ + 1, jika 𝑛 = 0,2, atau 4(𝑚𝑜𝑑 5).

 

Bukti: 

Misalkan 𝑉(𝑊𝑛) = {𝑣0, 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛}, dimana 𝑣0 adalah titik pusat dari 𝑊𝑛 serta 𝑢𝑖 adalah titik 

ujung 𝑣𝑖 di 𝑊𝑛⊙𝐾1 untuk 𝑖 ∈ [0, 𝑛]. Misalkan H = 𝑊𝑛⊙K1. Tinjau dua kasus berikut. 

Kasus 1. Untuk 𝑛 = 1 atau 3(𝑚𝑜𝑑 5) 

Pertama, akan ditunjukkan bahwa 𝑛𝑟(𝑊𝑛⊙𝐾1) ≤ ⌈
2𝑛+2

5
⌉ + 1 dengan mengkonstruksi himpunan 

pembeda di 𝑊𝑛⊙𝐾1 dengan ⌈
2𝑛+2

5
⌉ + 1 titik. 

i. 𝑛 = 1 (𝑚𝑜𝑑 5) 

Jika 𝑛 = 1 (𝑚𝑜𝑑 5) maka 𝑛 = 5𝑙 + 1 dengan 𝑙 ≥ 2  dan ⌈
2𝑛+2

5
⌉ + 1 = (2𝑙 + 1)+1. Karena 𝑆 =

{𝑣5𝑖+1, 𝑣5𝑖+4|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 − 1} ∪ {𝑣5𝑙+1} ∪ {𝑣0} memuat 2𝑙 + 2 titik.  

ii. 𝑛 = 3(𝑚𝑜𝑑 5) 

Jika 𝑛 = 3 (𝑚𝑜𝑑 5) maka 𝑛 = 5𝑙 + 3 dengan 𝑙 ≥ 1  dan ⌈
2𝑛+2

5
⌉ + 1 = (2𝑙 + 2)+1. Karena 𝑆 =

{𝑣5𝑖+1, 𝑣5𝑖+4|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 − 1} ∪ {𝑣5𝑙+1, 𝑣5𝑙+3} ∪ {𝑣0} memuat 2𝑙 + 3 titik.  

Perhatikan himpunan 𝑆 pada bagian i-ii bahwa 𝑆 tidak memuat titik terisolasi karena 𝑣0𝑣𝑎 ∈

𝐸(𝑊𝑛⊙𝐾1) dengan  𝑣𝑎 ∈ 𝑆 − {𝑣0} dan memenuhi Observasi 4 dan Observasi 5. Oleh karena itu, 

𝑆 merupakan himpunan pembeda tanpa titik terisolasi. 

Kasus 2. Untuk 𝑛 = 0, 2 atau 4 (𝑚𝑜𝑑 5) 

Pertama, akan ditunjukkan bahwa 𝑛𝑟(𝑊𝑛⊙𝐾1) ≤ ⌊
2𝑛+2

5
⌋ + 1 dengan mengkonstruksi himpunan 

pembeda di 𝑊𝑛⊙𝐾1 dengan ⌈
2𝑛+2

5
⌉ + 1 titik. 

i.  𝑛 = 0 (𝑚𝑜𝑑 5) 

Jika 𝑛 = 0 (𝑚𝑜𝑑 5) maka 𝑛 = 5𝑙 dengan 𝑙 ≥ 2  dan ⌊
2𝑛+2

5
⌋ + 1 = 2𝑙 + 1. Karena 𝑆 =

{𝑣5𝑖+1, 𝑣5𝑖+4|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 − 1} ∪ {𝑣0} memuat 2𝑙 + 1 titik.  

ii. 𝑛 = 2 (𝑚𝑜𝑑 5) 
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Jika 𝑛 = 2 (𝑚𝑜𝑑 5) maka 𝑛 = 5𝑙 + 2 dengan 𝑙 ≥ 1  dan ⌊
2𝑛+2

5
⌋ + 1 = (2𝑙 + 1)+1. Karena 𝑆 =

{𝑣5𝑖+1, 𝑣5𝑖+4|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 − 1} ∪ {𝑣5𝑙+1} ∪ {𝑣0} memuat 2𝑙 + 2 titik.  

iii. 𝑛 = 4 (𝑚𝑜𝑑 5) 

Jika 𝑛 = 4 (𝑚𝑜𝑑 5) maka 𝑛 = 5𝑙 + 4 dengan 𝑙 ≥ 1  dan ⌊
2𝑛+2

5
⌋ + 1 = (2𝑙 + 2)+1. Karena 𝑆 =

{𝑣5𝑖+1, 𝑣5𝑖+4|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙} ∪ {𝑣0} memuat 2𝑙 + 3 titik.  

Perhatikan himpunan 𝑆 pada bagian i-iii bahwa 𝑆 tidak memuat titik terisolasi karena 𝑣0𝑣𝑎 ∈

𝐸(𝑊𝑛⊙𝐾1) dengan  𝑣𝑎 ∈ 𝑆 − {𝑣0} dan memenuhi Observasi 4 dan Observasi 5. Jadi, 𝑆 adalah 

himpunan pembeda tanpa titik terisolasi. 

Selanjutnya, akan ditunjukkan batas bawah. Tinjau dua kasus berikut. 

Kasus 1. Untuk 𝑛 = 1 atau 3(𝑚𝑜𝑑 5) 

Akan ditunjukkan 𝑛𝑟(𝑊𝑛⊙𝐾1) ≥ ⌈
2𝑛+2

5
⌉ + 1.  Andaikan 𝑆′ adalah himpunan-𝑛𝑟 dari 𝑊𝑛⊙𝐾1 

dengan |𝑆′| < ⌈
2𝑛+2

5
⌉ + 1. Berdasarkan Lema 3 bahwa himpunan-𝑛𝑟 𝑆′ semua berada 𝑉(𝑊𝑛). 

Tinjau dua subkasus. 

Subkasus 1. Misalkan 𝑣0 ∉ 𝑆′, berdasarkan Lema 1, setiap basis 𝑆 memuat titik terisolasi, 

kontradiksi.  

Subkasus 2. Misalkan 𝑣0 ∈ 𝑆′, terdapat gap yang memiliki paling sedikit 3 titik. Namun, 

berdasarkan Observasi 5 bahwa setiap gap di 𝑆 memuat paling banyak dua titik. Diperoleh suatu 

kontradiksi. 

Berdasarkan kedua subkasus tersebut diperoleh kontradiksi terhadap asumsi bahwa terdapat 

himpunan-𝑛𝑟 dari 𝑊𝑛⊙𝐾1 dengan |𝑆′| < ⌈
2𝑛+2

5
⌉ + 1. Dengan demikian diperoleh bahwa 

𝑛𝑟(𝑊𝑛⊙𝐾1) ≥ ⌈
2𝑛+2

5
⌉ + 1. 

Kasus 2. Untuk 𝑛 = 0,2 atau 4(𝑚𝑜𝑑 5) 

Akan ditunjukkan 𝑛𝑟(𝑊𝑛⊙𝐾1) ≥ ⌊
2𝑛+2

5
⌋ + 1.  Andaikan 𝑆′ adalah himpunan-𝑛𝑟 dari 𝑊𝑛⊙𝐾1 

dengan |𝑆′| < ⌊
2𝑛+2

5
⌋ + 1. Berdasarkan Lema 3 bahwa himpunan-𝑛𝑟 𝑆′ semua berada 𝑊𝑛. Tinjau 

dua subkasus. 

Subkasus 1. Misalkan 𝑣0 ∉ 𝑆′, berdasarkan Lema 1, setiap basis 𝑆 memuat titik terisolasi, 

kontradiksi.  

Subkasus 2. Misalkan 𝑣0 ∈ 𝑆′, terdapat gap yang memiliki paling sedikit 3 titik. Namun, 

berdasarkan Observasi 5 bahwa setiap gap di 𝑆 memuat paling banyak dua titik. Diperoleh suatu 

kontradiksi. 
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Berdasarkan kedua subkasus tersebut diperoleh kontradiksi terhadap asumsi bahwa terdapat 

himpunan-𝑛𝑟 dari 𝑊𝑛⊙𝐾1 dengan |𝑆′| < ⌊
2𝑛+2

5
⌋ + 1. Dengan demikian diperoleh bahwa 

𝑛𝑟(𝑊𝑛⊙𝐾1) ≥ ⌊
2𝑛+2

5
⌋ + 1. 

Berdasarkan hasil pada Teorema 6, dapat dilihat bahwa bilangan-pti pada graf 𝑊𝑛⊙𝐾1 

dipengaruhi oleh struktur graf. Pada graf roda terdapat satu titik pusat yang bertetangga dengan 

seluruh titik pada siklus. Struktur ini menyebabkan pemilihan himpunan pembeda tanpa titik 

terisolasi harus memperhatikan distribusi titik pada siklus serta memasukkan titik pusat sebagai 

anggota himpunan pembeda. Pemilihan titik-titik pada siklus diperlukan agar setiap titik pada graf 

memiliki representasi jarak yang berbeda terhadap himpunan pembeda, sedangkan keberadaan 

titik pusat memastikan bahwa subgraf yang diinduksi tidak memiliki titik terisolasi. Selain itu, 

pola pemilihan titik-titik pembeda pada siklus membentuk distribusi yang berulang setiap lima 

titik. Oleh karena itu, banyaknya titik pembeda yang diperlukan bergantung pada nilai 𝑛 (𝑚𝑜𝑑 5), 

sehingga bilangan-pti pada graf 𝑊𝑛⊙𝐾1 dinyatakan dalam bentuk yang bergantung pada 

𝑛 (𝑚𝑜𝑑 5).  

Selanjutnya, pada Teorema 7, diberikan bilangan-pti dari 𝐹𝑛⊙𝐾1. 

Teorema 7. 

Misalkan 𝐹𝑛 adalah graf kipas berorde 𝑛 ≥ 7, maka  

𝑛𝑟(𝐹𝑛⊙𝐾1) = ⌈
2𝑛 + 2

5
⌉ + 1. 

Bukti: 

Misalkan 𝑉(𝐹𝑛) = {𝑣0, 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛}, dimana 𝑣0 adalah titik pusat dari 𝐹𝑛 serta 𝑢𝑖 adalah titik 

ujung 𝑣𝑖 di 𝐹𝑛⊙𝐾1 untuk 𝑖 ∈ [0, 𝑛]. Pertama, akan ditunjukkan bahwa 𝑛𝑟(𝐹𝑛⊙𝐾1) ≤ ⌈
2𝑛+2

5
⌉ +

1 dengan mengkonstruksi himpunan pembeda di 𝐹𝑛⊙𝐾1 dengan ⌈
2𝑛+2

5
⌉ + 1 titik. Tinjau lima 

kasus berikut. 

i. 𝑛 = 0 (𝑚𝑜𝑑 5) 

Jika 𝑛 = 0 (𝑚𝑜𝑑 5) maka 𝑛 = 5𝑙 dengan 𝑙 ≥ 2  dan ⌈
2𝑛+2

5
⌉ + 1 = (2𝑙 + 1)+1. Karena 𝑆 =

{𝑣5𝑖+1, 𝑣5𝑖+4|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 − 1} ∪ {𝑣5𝑙} ∪ {𝑣0} memuat 2𝑙 + 2 titik.  

ii. 𝑛 = 1 (𝑚𝑜𝑑 5) 

Jika 𝑛 = 1 (𝑚𝑜𝑑 5) maka 𝑛 = 5𝑙 + 1 dengan 𝑙 ≥ 2  dan ⌈
2𝑛+2

5
⌉ + 1 = (2𝑙 + 1)+1. Karena 𝑆 =

{𝑣5𝑖+1, 𝑣5𝑖+4|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 − 1} ∪ {𝑣5𝑙+1} ∪ {𝑣0} memuat 2𝑙 + 2 titik.  

iii. 𝑛 = 2 (𝑚𝑜𝑑 5) 
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Jika 𝑛 = 2 (𝑚𝑜𝑑 5) maka 𝑛 = 5𝑙 + 2 dengan 𝑙 ≥ 1  dan ⌈
2𝑛+2

5
⌉ + 1 = (2𝑙 + 2)+1. Karena 𝑆 =

{𝑣5𝑖+1, 𝑣5𝑖+4|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 − 1} ∪ {𝑣5𝑙+1, 𝑣5𝑙+2} ∪ {𝑣0} memuat 2𝑙 + 3 titik. 

iv. 𝑛 = 3 (𝑚𝑜𝑑 5) 

Jika 𝑛 = 3 (𝑚𝑜𝑑 5) maka 𝑛 = 5𝑙 + 3 dengan 𝑙 ≥ 1  dan ⌈
2𝑛+2

5
⌉ + 1 = (2𝑙 + 2)+1. Karena 𝑆 =

{𝑣5𝑖+1, 𝑣5𝑖+4|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 − 1} ∪ {𝑣5𝑙+1, 𝑣5𝑙+3} ∪ {𝑣0} memuat 2𝑙 + 3 titik.  

v. 𝑛 = 4 (𝑚𝑜𝑑 5) 

Jika 𝑛 = 4 (𝑚𝑜𝑑 5) maka 𝑛 = 5𝑙 + 4 dengan 𝑙 ≥ 1  dan ⌈
2𝑛+2

5
⌉ + 1 = (2𝑙 + 2)+1. Karena 𝑆 =

{𝑣5𝑖+1, 𝑣5𝑖+4|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙} ∪ {𝑣0} memuat 2𝑙 + 3 titik.  

Perhatikan himpunan 𝑆 pada bagian i-v bahwa 𝑆 tidak memuat titik terisolasi karena 𝑣0𝑣𝑎 ∈

𝐸(𝐹𝑛⊙𝐾1) dengan  𝑣𝑎 ∈ 𝑆 − {𝑣0} dan memenuhi Observasi 4 dan Observasi 5. Sehingga, 𝑆 

adalah himpunan pembeda tanpa titik terisolasi. 

Selanjutnya, akan ditunjukkan batas bawah. Akan ditunjukkan 𝑛𝑟(𝐹𝑛⊙𝐾1) ≥ ⌈
2𝑛+2

5
⌉ + 1. 

Andaikan 𝑆′ adalah himpunan-𝑛𝑟 dari 𝐹𝑛⊙𝐾1 dengan |𝑆′| < ⌈
2𝑛+2

5
⌉ + 1. Berdasarkan Lema 3 

bahwa himpunan-𝑛𝑟 𝑆′ semua berada 𝐹𝑛. Tinjau dua subkasus. 

Subkasus 1. Misalkan 𝑣0 ∉ 𝑆′, berdasarkan Lema 1, setiap basis 𝑆 memuat titik terisolasi, 

kontradiksi.  

Subkasus 2. Misalkan 𝑣0 ∈ 𝑆′, terdapat gap yang memiliki paling sedikit 3 titik. Namun, 

berdasarkan Observasi 5 bahwa setiap gap di 𝑆 memuat paling banyak dua titik. Diperoleh suatu 

kontradiksi. 

Berdasarkan kedua subkasus tersebut diperoleh suatu kontradiksi terhadap asumsi bahwa terdapat 

himpunan-𝑛𝑟 𝑆′ dari 𝐹𝑛⊙𝐾1 dengan |𝑆′| < ⌈
2𝑛+2

5
⌉ + 1. Dengan demikian diperoleh bahwa 

𝑛𝑟(𝐹𝑛⊙𝐾1) ≥ ⌈
2𝑛+2

5
⌉ + 1.                 

Berdasarkan hasil pada Teorema 7, dapat dilihat bahwa bilangan-pti pada graf 𝐹𝑛⊙𝐾1 

dipengaruhi oleh struktur graf kipas. Pada graf kipas terdapat satu titik pusat yang bertetangga 

dengan seluruh titik pada lintasan. Pemilihan himpunan pembeda tanpa titik terisolasi 

memperhatikan titik-titik pada lintasan serta memasukkan titik pusat sebagai anggota himpunan 

pembeda. Pemilihan titik-titik pada lintasan bertujuan untuk membedakan representasi jarak antar 

titik pada graf, sedangkan keberadaan titik pusat memastikan bahwa subgraf yang diinduksi tidak 

memiliki titik terisolasi. 
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4 Simpulan  

Pada makalah ini, dibahas tentang bilangan-pti graf operasi korona 𝐺 ⊙𝐾1 dengan  𝐺 adalah 

graf roda dan graf kipas. Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan, diperoleh bahwa 

bilangan-pti dari graf 𝑊𝑛⊙𝐾1 dan graf 𝐹𝑛⊙𝐾1  dapat ditentukan berdasarkan struktur graf yang 

terbentuk. Hasil yang diperoleh menunjukkan bahwa bilangan-pti pada graf tersebut dipengaruhi 

oleh banyaknya titik pada graf  roda  dan graf kipas yang digunakan dalam operasi korona. 

Selain itu, hasil penelitian ini menunjukkan bahwa bilangan-pti yang diperoleh lebih kecil 

dibandingkan dengan hasil penelitian sebelumnya oleh Alfarisi dkk. [16]. 
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